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INFORMAGOES SOBRE O MATERIAL

PREZADO ALUNO,

O presente trabalho foi escrito tendo como norte uma premissa
basica: quefosseacessivelaoalunodo2.?anodafaculdade. Paratanto,
sua linguagem teria que ser tao clara e didatica quanto possivel. Por
vezes, preferiu-se a apresentacao intuitiva aos refinamentos tedricos.
Criticas e sugestoes hao de surgir, e serdao bem-vindas. Resta-nos o
consolo de ter envidado esforgos para empregar utilmente o nosso
tempo.

Vocé estd de posse de um material auto-suficiente. Este livro
foi concebido para que vocé adquira os fundamentos necessarios
do célculo vetorial, da geometria analitica e da algebra linear para
os seus estudos posteriores, relativos a sua formagao. O livro foi
planejado para que vocé tenha uma formagao de base solida.
Aconselhamos estuda-lo utilizando dois tipos de leitura: uma
superficial ou de reconhecimento e outra profunda ou detalhada.
A leitura superficial devera ser a da leitura de cada capitulo,
paragrafo, teorema, etc..., todo de uma vez e sem a preocupacao
de uma compreensao detalhada, mas apenas com o objetivo de que
vocé tenha uma visao do conjunto das idéias em questao.

Aconselhamos que vocé faga esta forma de leitura pelo menos
duas vezes, em cada unidade. Tendo entao obtido a idéia geral da
unidade na qual esta trabalhando, vocé devera fazer uma leitura
profunda e detalhada, que € o estudo detalhado de cada aspecto
do texto analisado, feito com calma e rigor, e s6 devera finaliza-
la quando a unidade analisada estiver totalmente compreendida,
em seus minimos detalhes. Para esta abordagem vocé devera estar
munido de uma lapis, borracha e papel. Experimente reproduzir
o conteudo da unidade, em detalhes, mas nao de forma decorada
e sim como resultado de seu aprendizado. Faga isso e vocé nao
se arrependerd do trabalho realizado. Acreditamos que sob a
orientacao dessas duas abordagens seu aprendizado ocorrerd de
forma maximizada.

O livro é composto por um tinico médulo. Em cada capitulo,
cada se¢do é organizada em forma de defini¢des, lemas, proposigdes,
teoremas e corolarios, muitos deles com demonstragdes com certo
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nivel de rigor. No entanto, devido aos objetivos programaticos
dessa disciplina, algumas demonstra¢oes foram omitidas, sem
prejuizos ao seu aprendizado. O leitor mais ousado pode consultar
a bibliografia recomendada, para entender essas demonstragdes,
mas isso nao € uma exigéncia para esse momento.

Este texto possui muitos exercicios resolvidos, de forma
comentada, sobre os diferentes contetidos abordados. A finalidade
deles é esclarecer a teoria apresentada, exemplifica-la, e apresentar
um método de resolucao, das diferentes questdes que sao propostas.
Isso nao impede que vocé desenvolva outras modalidades de
resolugdes. O importante é que o seu método seja logicamente
consistente. Os exercicios propostos estao apresentados ao longo de
cada secdo (e nao apenas no final de cada capitulo) com o intuito de
facilitar ao leitor o emprego dos resultados e técnicas necessarias
para resolve-los.

Ressaltamos que os exercicios resolvidos desempenham
um papel importante no aprendizado. Sugerimos ao leitor que, ao
estuda-los, utilize o chamado “método do strip-tease” para extrair
deles o maior proveito. O método consiste em tapar a resolucao
@ do exercicio e tentar resolvé-lo. Nao conseguindo, descobre-se a @
primeira linha e tenta-se completar a resolu¢dao. Nao conseguindo
ainda, descobre-se mais uma linha, e assim por diante.

Ao final, apresentaremos algumas referéncias como leitura
alternativa, complementar e até suplementar, dos contetidos
em questdo, onde vocé podera encontrar outras visdes sobre os
mesmos assuntos tratados neste texto e, em muitos deles, vocé
encontrard aplicagdes dos topicos estudados. O contato com esses
assuntos ajudara a ter uma idéia de como a Matematica evoluiu
para estruturas mais complexas.

Desejamos a vocés sucesso em seus estudos.

Prof® Dr. Marcelo Henriques de Carvalho



Algebra Linear é um ramo da matematica que surgiu do

estudo detalhado de sistemas de equagOes lineares, sejam elas
algébricas ou diferenciais. A algebra linear utiliza alguns conceitos
e estruturas fundamentais da Matematica como vetores, espagos
vetoriais, transformagoes lineares, sistemas de equagdes lineares e
matrizes.

A historia da algebra linear tem origem no século XVIII com
os estudos dos coeficientes de sistemas de equagdes lineares e seus
determinantes por Leibniz e Cramer.

Naoobstante o fatodea Algebra Linearserum campo abstrato
da Matematica, ela tem um grande nimero de aplicagdes dentro e
fora da Matematica, como em programagcao linear, processamento
de imagens, fisica matematica, estatistica, etc.

Sao pré-requisitos para este curso os resultados basicos
da matematica elementar estudados no ensino médio. Espera-se
também do leitor familiaridade com alguns conceitos da Algebra
Elementar, como determinantes, matrizes e sistemas lineares.
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Capitulo |

Introdugao

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos basicos sobre matrizes. Estes
conceitos sdo essenciais, pois ordenam, simplificam e fornecem
novos métodos de resolucao de problemas.

Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linhas
e colunas. Por exemplo, ao coletarmos os dados referentes a altura,
peso e idade de um grupo de quatro pessoas, podemos dispo-los
em uma tabela:

Altura (m) Peso (kg) Idade (anos)
Pessoa 1 1,70 70 23
Pessoa 2 1,75 60 45
Pessoa 3 1,60 52 25
Pessoa 4 1,81 72 30

Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, temos a
matriz:

1,70 70 23

L75 60 45

1,60 52 25

1,81 72 30

Observe que para um problema em que o volume de dados é
muito grande, essa disposi¢ao dos dados em forma de matriz é
imprescindivel.
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Usaremos sempre letra maitiscula e em negrito para representar
matriz. Se uma matriz A possui m linhas e n colunas dizemos que a
ordem de A é m x n (Ié-se m por n), e escrevemos A .
Para representar um elemento de uma matriz, usamos a letra
minuscula correspondente a letra da matriz com indices i e j
representado a linha e a coluna (nesta ordem) em que ele estd. Por
exemplo, na matriz B anterior, o elemento que estd na 1* linha e 32
coluna € 23, e escrevemos b, , = 23. Ainda neste exemplo, temos b,, =
1,70 e b,,=52.

Definicao de igualdade de matrizes: Duas matrizes A =~ e B, _
sdo iguais, A = B, se elas tétm o mesmo numero de linhas (m =r) e
colunas (1 =), e todos os seus elementos correspondentes possuem

o mesmo valor (a,=b,).

{32 1 1og1}_{9 sen90° o}
Exemplo 1. 2 2? 5 2 4 S

Tipos especiais de matrizes

Ao trabalhar com matrizes, observamos que existem alguns tipos
que aparecem freqiiente-mente na pratica e, por isso, recebem
nomes especiais. Veremos estes tipos a seguir. Consideremos uma

matriz A (com m linhas e n colunas).

* Matriz quadrada é aquela em que o numero de linhas é
igual ao numero de colunas (m = ). Neste caso, dizemos que A
€ uma matriz de ordem m.

2 -3 0
Exemplo 2. |4 0 7 e [8]
5 3 -5

* Matriz nula é aquela em que todos os seus elementos sao
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nulos, isto é, a,= 0, paratodoiej.

0 0 0
Exemplo 3. | 0 0 e [0]
0 0 0

A matriz nula de qualquer ordem é simplesmente denotada por 0.

* Matriz coluna é aquela que possui uma Unica coluna

(n=1).

2
Exemplo4. |—1| e [j

0

* Matriz linha é aquela que possui uma tnica linha (m = 1).

Exemplo5. [2 0 -1],[0 0]e[4]

* Matriz diagonal é uma matriz quadrada (m = n) onde

a,=0, paratodoi#j, isto €, os elementos que nao estao na diagonal

principal sao nulos. (Os elementos 4, em que i = j constituem a

diagonal principal.)

3 0 0
Exemplo 6. 0 0 o|e[1]
0 0 -1

Os elementos a, em que i + j =n + 1 constituem a diagonal

secundaria.

* Matriz identidade ¢ uma matriz quadrada em que a,=1ea,
=0, para i #j. A matriz identidade de ordem n é denotada por

I
1 0 0

Exemplo7. L =10 1 0 e L=[1]
0 0 1

* Matriz triangular superior ¢ uma matriz quadrada onde
todos os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos, isto
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1

7 3 —4
Exemplo 8. | 2 0| e [3]
0

De forma anadloga, definimos a matriz triangular inferior.

* Matriz simétrica ¢ uma matriz quadrada em que a, = a,.

7 3 —4
Exemplo 9. | 3 ) ol e [7]
—4 0 1

Observe que, no caso de uma matriz simétrica, a parte superior é
uma “reflexdo” da parte inferior, em relacao a diagonal.

Exercicios

1. Verdadeiro ou falso?

a) Toda matriz simétrica é quadrada

b) Toda matriz quadrada é simétrica

¢) Toda matriz nula é diagonal

d) Toda matriz quadrada de ordem 1 é uma matriz linha
e) Toda matriz quadrada de ordem 1 é uma matriz coluna
f) Toda matriz quadrada de ordem 1 é uma matriz nula
g) Toda matriz quadrada de ordem 1 ¢ triangular superior
h) Toda matriz quadrada de ordem 1 é triangular inferior
i) Toda matriz quadrada de ordem 1 é matriz simétrica

j) Toda matriz quadrada de ordem 1 é matriz diagonal

k) Toda matriz diagonal é simétrica

1) Toda matriz diagonal € triangular superior

Operag6es com matrizes

Ao utilizar matriz, surge naturalmente a necessidade de efetuarmos
certas operagoes. Por exemplo, consideremos as tabelas abaixo, que
descrevem a producao de graos em dois anos consecutivos.
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Produgao de graos (em toneladas) durante o primeiro ano

arroz milho soja
Regiao A 400 600 3000
Regiao B 700 100 700
Regiao C 500 800 1000

Produgao de graos (em toneladas) durante o segundo ano

arroz milho soja
Regiao A 200 0 5000
Regiao B 300 300 2000
Regiao C 600 600 2000

MATRIZES

Se quisermos montar uma tabela que dé a producgao por produtos

e por regiao nos dois anos conjuntamente, teremos que somar os

elementos correspondentes das duas tabelas acima.

400 600 3000 | |200 0 5000 600 600
700 100 700 |+|300 300 2000 |=|1000 400
500 800 1000 ] [ 600 600 2000/ [1100 1400
Ou seja,
Produgao de graos (em toneladas) durante os dois anos
arroz milho soja
Regiao A 600 600 8000
Regiao B 1000 400 2700
Regiao C 1100 1400 3000

Consideremos agora a seguinte situacao: suponha que a previsao

para a safra do terceiro ano seja o triplo da produgao do primeiro

ano. Assim, a matriz de estimativa da produgao do terceiro ano

sera:
400 600 3000 arroz milho soja
1200 1800 9000 Regido A
3170001000700 1= 5100 300 2100 Regido B
500 800  1000] 1500 2400 3000 Regido C

Acabamos de efetuar, nestes exemplos, duas operagdes com

matrizes: soma e multiplicagdo por um numero, que serdo definidas

formalmente a seguir.

8000
2700
3000
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Adigao de matrizes

A soma de duas matrizes de mesma ordem A e B =~ ¢é uma
matriz de ordem m x n, denotada por A + B, cujos elementos sdo a
soma dos elementos correspondentes de A e B, isto é,

A+B=[a,+b,]

jAmxn

Exemplo 10.

Observe que, pela forma com que foi definida, a adigao de matrizes
tem as mesmas proprie-dades que a adi¢do de ntimeros reais.

Propriedades:
Dadas as matrizes A,B e C de mesma ordem m x n, temos:

i) A +B=B+A (comutatividade)
ii) A+(B+C)=(A+B)+C (associatividade)
iii) A +0=A, onde 0 denota a matriz nula de ordem m

X 1.

Verifique a validade das propriedades anteriores e envie no material
do aluno.

Produto de matriz por escalar

Seja A =[a,], , uma matriz e k um numero real. O produto de k
por A é a matriz obtida multiplicando cada elemento de A por k,
isto &,
k.A=lka], .,
Exemplo 11.
7 3 —41 |14 6 —8
2,12 2 0 |=-4 4 0
8 12 1 16 24 2
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Propriedades:
Dadas as matrizes A e B de mesma ordem m x n e nameros k, k, e
k,, temos:
i) k (A +B)=kA +kB
ii) (k,+k)A=kA+kA
iii) 0.A =0, isto é, se multiplicarmos o nimero zero por
qualquer matriz A, teremos a matriz nula.
iv) k, (k,A)=(k k) A

Verifique a validade das propriedades anteriores e envie no material
do aluno.

Transposicao de matrizes

A transposta de uma matriz A é a matriz, denotada por A', cujas
linhas sdo as colunas de A preservando a ordem, ou seja, a 1% linha
de AT é a 1° coluna de A, e assim por diante.

Exemplo 12.
® , ®
a=lo 3 a=0 0
- 3 4
-1
Exemplo 13.
1 T
=[1 2
NS
Propriedades:
i) (AT)T = A, isto é, a transposta da transposta de uma

matriz é a propria matriz.

ii) (A +B)' = A" + B, isto é, a transposta da soma ¢ a
soma das transpostas.

iii) (k A)' =k A", onde k é qualquer escalar.

iv) Uma matriz é simétrica se, e somente se, ela é igual a
sua transposta (A = AT).

Verifique a validade das propriedades anteriores e envie no material
do aluno.
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Produto de matrizes

Antes de definirmos formalmente o produto de matrizes, vejamos
um exemplo que pode ocorrer na pratica. Suponhamos que a
seguinte matriz forneca as quantidades das vitaminas A, B e C
obtidas em cada unidade dos alimentos I e II.

A|B|C
Alimentol |43 ] 0
AlimentoIl [ 50| 1

Se ingerirmos 5 unidades do alimento I e 2 unidades do alimento
II, quanto consumiremos de cada tipo de vitamina? Podemos
representar o consumo dos alimentos I e II (nesta ordem) pela
matriz “consumo”:

[5 2]

A operacao que vai fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina
¢ o seguinte “produto”:

o af 3 -

=[5.4+2.5 5.3+2.0 5.0+2.1]=[30 15 2]

Isto é, serao ingeridas 30 un. de vitamina A, 15 un. de vitamina B e
2 un. de vitamina C.

Este exemplo ilustra a defini¢ao de produto de matrizes. De forma
mais geral, os elementos da matriz produto sao obtidos pela soma
de produtos dos elementos de uma linha da primeira matriz pelos
elementos de uma coluna da segunda matriz. Por exemplo,

Sejam
bll b12
a a a
A= |: 11 12 13:| B= b21 b22
a a a
21 22 23 b31 b32
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_ |:a11b11 +ap,b, +a;by, a; b, +a;by, + al3b32:|

a, b, +ayb, +a,b; ay by, ta,by, ta,b,

Observe que o elemento na linha i e coluna j da matriz A B ¢
obtido pela soma de produtos dos elementos da linha i da matriz
A pelos elementos da coluna j da matriz B. Podemos entao definir
formalmente o produto de matrizes da seguinte forma.

Definicao de produto de matrizes: Dadas duas matrizes A =
[aij] eB
elemento ¢, de C é obtido por:

n
c.= zaikbkj
ket

= [bij], o produto A.B é uma matriz mep = [ci].] tal que cada

nxp

Observacgoes:
i) O somatdrio acima indica que o elemento ¢, € obtido
multiplicando os elementos da i-ésima linha da matriz A pelos
® elementos correspondentes da j-ésima coluna da matriz B, e @

somando estes produtos.

ii) SO podemos efetuar o produto de uma matriz A por uma

matriz B, se o numero de colunas de A for igual ao nimero

de colunas de B, ou seja, n =I. Alem disso, a matriz resultante C

sera de ordem 1 X p.

Exemplo 14.
2 1 -1 2.1+1.0 2.-D+1.3 2
0 3] 0 3= 0.1+3.0 0.-)+33 |= |0 9
-1 4 (-D.1+40  (-).DH+43] [-1 13
Exemplo 15.

=9

AW o=

2
b Al
o 3] |

Observacao: Nao ¢ Possivel realizar este produto, pois 0 nimero
de elementos em cada linha da 1° matriz é diferente do nimero de
elementos de cada coluna da segunda.
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Propriedades:

Desde que sejam possiveis as operagdes, as seguintes propriedades

sdo validas:

i) AI=1.A=A, onde I representa a matriz identidade.
ii) A.(B +C)=A.B + A.C (distributividade a esquerda
em relacao a soma).

iii) (A +B).C=A.C + B.C (distributividade a direita em
relacao a soma).

iv)  (A.B).C=A.(B.C) (associatividade)

V) (A.B)T=B".AT (observe a ordem!)

vi) A.0=0.A=0

Verifique a validade das propriedades anteriores e envie no material

do aluno.

E importante observar que, em geral, A . B#B . A (podendo mesmo

um dos membros estar definido e o outro nao).

Exemplo 16.

® Sejam A = {1 _1} e B= |:2 1}

) {3 1} {2 1}
entio A . B= e B.A=
-3 0 -1 1
Exercicios

1. Sejam A:{l 2 3},]3:{—2 0 1]

2 1 -1 3 0 1
-1
C=12 e D=[2 —1]

4
Encontre:
a) A+B b) A.C o) B.C d) C.D
e) D.A f) D.B g) -A h) -D

, 2 X’ <
2.Seja A= .Se AT=Aentdo x =
2x—1 0

3. Se A é uma matriz simétrica entao A —AT=
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4. Se A é uma matriz triangular superior entao A" é
5. Se A é uma matriz diagonal entao A" =
6. Verdadeiro ou falso?

a) (-A)T=-AT

b) (A+B)'=B"+A"

C) SeAB=0entao A=0ouB=0
d) (k, A).(k,B) = (k,k,) A.B

e) (-A).(-B) =- (A.B)

f) Se A e B sdo matrizes simétricas entao A.B =B.A
g) Se AB=0entao B.A=0
h) Se pudermos efetuar o produto A.A entdo A € uma

matriz quadrada.

2
7.5e A?= A.A entao —2 1 -
3 2

8. Se A é uma matriz triangular superior entao A* é

9. Determine x, y, ze w se {x y] 2 31 0
z wl [3 4 0 1

1 -3 2 1 4 1 0
10. Dadas A= |2 1 -3/, B=]2 1 1
4 -3 -1 1 -2 1 2
2 1 -1 -2
e C=|3 —2 -1 -1
2 =5 -1 0

mostre que A.B=A.C.

11. Explique por que, em geral, (A +B)*#A>+2AB+B* e
(A+B).(B-A)=A?-B~

12. Dadas
2 -3 =5 -1 3 5 2 -2
A=|-1 4 51> B=|1 =3 =5 e C=|-1 3
1 =3 —4 -1 3 5 1 -2
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a) Mostre que AB=B.A=0, AC=A e CA=C.
b) Use os resultados de (a) para mostrar que A.C.B = C.B.A,
A?-B>=(A-B).(A+B)e (A+B)>’=A2+B

3 -2
13.Se A= { 3} , ache B de modo que B?>=A.

—4
13. Um construtor tem contratos para construir 3 estilos de casas:
moderno, mediterraneo e colonial. A quantidade de material
empregada em cada tipo de casa é dada pela matriz:

Ferro | Madeira | Vidro | Tinta | Tijolo
Moderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

a) Se ele vai construir 5, 7 e 12 casas do tipo moderno, mediterraneo
e colonial, respectivamente, quantas unidades de cada material
serao empregadas?

b) Suponha agora que os pre¢os por unidade de ferro, madeira,
vidro, tinta e tijolo sejam, respectivamente, 15, 8, 5, 1 e 10. Qual é o
preco unitario de cada tipo de casa?

c) Qual o custo total do material empregado?

Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A de ordem 7, chamamos de inversa de
A uma matriz B tal que AB=B.A=1,ondel ¢éamatrizidentidade
de ordem n. Denotamos a inversa de A por A™'. Se a matriz A possui
inversa, dizemos que A é inversivel ou ndo-singular. Caso contrario,
dizemos que A é ndo-inversivel ou singular.

Exemplo 17.
4 -
Se A= E ﬂ entao A= _{}5 2/? /

pois A AT=ATA=L. (verifique !!!)

6 2
Exemplo 18. Determine a inversa da matriz A = Ll 4} .
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Solugao: Por definicdo, a inversa de A é uma matriz

b
B= {a d} tal que A.B=B.A =1. Impondo a 1* condigao,
c

MR

A B I
6a+2c 6b+2d | [1 0
lla+4c  11b+4d| |0 1

6a+2c=1 6b+2d=0
Logo, e
lla+4c=0 1lb+4d =1

Resolvendo os sistemas, temos: a=2, b=-1, c=-11/2 e d=23.

Entao,

[6 2} . { 2 —1} .0

o4 [H12 3 :L) J
ou seja, A.B = L. Também

{ 2 —} {6 2} 1o
T s s {0 J

2 -1
Ou seja, B.A =1. Portanto, B = {_1 y 3} é a inversa de
A (B=A". 2

Teorema. A inversa de uma matriz quando existir € tnica.

Prova: Suponha que B e C sejam matrizes inversas de uma matriz
A.

Logo,B.A=I=A.C

Entao B=B.I=B.(A.C)=(B.A).C=1.C=C. Portanto, B=C.

Observagoes:
i Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B
tal que B.A =1, entao A é inversivel, ou seja, A? existe e,
além disso, B=A"'. Em outras palavras, basta verificar uma
das condigOes para a inversa de uma matriz.
ii. Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem,

MATRIZES
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ambas inversiveis (isto é existem A e B!), entaio A .B é
inversivel e (A .B)!'=B1A"1.

1ii. Nem toda matriz tem inversa.

Exemplo 19. Para mostrar que [O 2} nao tem inversa, é
1

suficiente mostrar que a equacao matricial

RN

nao tem solugao. Isto é verdade, pois

{2c 2d} [0

v d 0 1

implica que 2c=1 e ¢ =0, e ndo podemos ter estas igualdades
simultaneamente.

Um método de inversao de matrizes

O célculo da inversa de uma matriz pelo método apresentado no
exemplo 1.4.2 envolve a solugao de um grande sistema de equagoes
lineares. Veremos agora um processo pratico de calculo da matriz
inversa baseado em operagdes simples nas linhas da matriz. Este
processo é muito vantajoso em termos de calculos.

Chamamos de operagdes elementares sobre uma matriz as seguintes
operacoes:
I - Troca de duas linhas.
IT — Multiplicagdo de uma linha por um nimero real nao
nulo.
III - Substitui¢ao de uma linha por sua soma com outra linha
previamente multiplicada por um nimero real ndo nulo.

Observemos inicialmente que cada operagao elementar sobre uma
matriz A corresponde a aplicar esta mesma operagao sobre a matriz
identidade e, em seguida, multiplicar esta nova matriz por A.

Exemplo 20. Ao multiplicarmos a primeira linha da matriz
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1 2 4 2 4
A= 1|0 1 3 | por 2, obtemos a matriz | () 1 3
2 1 4 2 1 —4

20 0 |1 2 4
que € exatamente o produto |0 1 0]-10 1 3
0 0 1] [2 1 —4

da matriz identidade multiplicada por 2 pela matriz A.

Exemplo 21. Ao trocarmos a primeira e segunda linha da matriz A
do exemplo acima, obtemos a matriz.

Este resultado é o mesmo do produto

0 1 0f |0 1 3
1 0 0.1 2 4
0 0 1] |2 1 —4

Exemplo 22. Ao somarmos a primeira linha da matriz A a segunda

1 4 10
linha multiplicada por 2, obtemos a matriz | 1 3,
2 1 —4

1 2 0 1 2
que € o mesmo do produto | 1 ol-10 1 3

0 0 1 2 1 —4

Através destes exemplos podemos perceber que existe uma relagao
intima entre as operagdes elementares sobre uma matriz e certas
matrizes especiais constituidas a partir da matriz identidade.

Uma matriz elementar é uma matriz obtida a partir da matriz
identidade pela aplicagao de uma operacao elementar.

Suponhamos que conseguimos transformar uma matriz A na
matriz identidade através de aplicagOes sucessivas de operagoes
elementares. Como a cada operagao corresponde uma multiplicagao
por uma matriz elementar E, teremos entao:

1=E_E_....E,.E A=(E_E_....E E .I).A

k

Masistoquerdizerque (E, .E ,.....E,.E .I)=A". Mais precisamente,

MATRIZES
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temos o seguinte:

Teorema: Se uma matriz A pode ser reduzida a matriz identidade
por uma seqiiéncia de operagdes elementares entdao A é inversivel
e a matriz inversa de A é obtida a partir da matriz identidade
aplicando-se a mesma seqiiéncia de operagdes. Se A ndo pode ser
reduzida a matriz identidade, ela ndo ¢ inversivel.

Na pratica, operamos simultaneamente com as matrizes A e I,
através de operagOes elementares, até chegarmos a matriz I na

posicao correspondente a matriz A. A matriz obtida no lugar
correspondente a matriz I serd a inversa de A.

(A1) = (I1A")

Exemplo 23. Seja A =

S = O =
|
—_

W o= = O

-1

Coloquemos A junto com a matriz identidade e apliquemos as
operagOes elementares sobre A para transforma-la na matriz
identidade. Cada operagao deve ser efetuada simultaneamente na
matriz identidade.

2 1 0 0 1 0 0 0
1 0 -1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0
-1 0 0 3 0 0 0 1
Trocando a primeira e segunda linha, obtemos
1 0 -1 1 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0
-1 0 0 3 0 0 0 1

Agora, somamos a quarta a primeira, e a segunda, a primeira linha
multiplicada por -2.
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1 0 -1 1 0 1 0 0
0 1 2 -2 1 -2 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0
0 0 -1 4 0 1 0 1

1 0 -1 1 0 1 0 0
0 1 2 —2 1 —2 0 0
0 0 -1 3 -1 2 1 0
0 0 -1 0 1 0 1

Trocamos o sinal da terceira linha e, em seguida, anulamos os

demais elementos da terceira coluna.

1 0 0 —2 1 -1 -1 0
0 1 0 4 -1 2 2 0
0 0 1 -3 1 -2 -1 0
0 0 0 1 1 -1 -1 1
® Finalmente, obtemos a identidade a esquerda e a inversa de A a
direita.
1 0 0 0 3 -3 -3 2
0 1 0 0 =5 6 6 —4
0 0 1 0 4 =5 —4 3
0 0 0 1 1 -1 -1 1
Portanto,
3 -3 -3 2
=5 6 6 —4
Al=
4 =5 —4 3
1 -1 -1 1
Verificacao:
2 1 0 0 3 -3 =3 2 1 0 0 0
1 0 -1 1 =5 6 6 —4 _ 10 1 0 0
0 1 1 1 4 -5 —4 3 0 0 1 0
-1 0 0 3 1 -1 -1 1 0 0 0 1
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1 0 1
Exemplo 24. Seja A= |1 2
0 2 0
Partimos de
1 1 1 0 0
2 1 0 1 0
0 0 0 0 1

e fazendo operagdes elementares para converter a parte esquerda
(que corresponde a A) na matriz identidade, obtemos

0 1 1 0 0
1 1]

0 1 0 5 A 0

0 0 0 1 -1 1

A anulacao de uma linha de A significa que A nao pode ser reduzida
a matriz identidade. Logo, A nao possui inversa.

Exercicios

1. Verifique se a matriz C € inversa de A, onde

wa-l® Sle |2 B
3 2 3 8]
wacl® 7] o[t 7
5 4] -5 9]

2. Encontre A, onde

. {12 7} oA 2 b3
A= | JA=|4 2 2
2 5 3
S 2 10 2
9gA=|1 -3 1| @a-|> 1 72 72
IR 4 -1 2 3
301 -1 =2
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2 3 1 -3 4 -5
e)A=|-4 2 -2 f) A= |0 1 2
2 =5 1 3 -5 4
4 -1 2 =2 1 o 0 0
_ 2 1
o) A= |3 10 0 h) A= 0 0
2 1 0 3 2 1 0
0 1 1 4 3 2 1
-1 10 -7 2 2 2
)A=|-1 4 3 j) A=13 4
1 - 1 1 2 5

2 3
3. Calcular o valor de k para que a matriz {6 J nao tenha

inversa.

4. Uma forma de codificar uma mensagem é através de multiplicacao
por matrizes. Vamos associar as letras do alfabeto aos numeros
segundo a correspondéncia a seguir.

A—->1 B->2 C-3 D—4 E->5 F—»6 G->7 H-8 I-9

J>10 L->11 M—>12N—-13 O->14 P->15 Q—-»16 R—>17 S—>18
T—>19 U520 V521 W22 X—>23 Y24 Z-25

Suponhamos que a nossa mensagem seja “PUXA VIDA”. Podemos

P U X
escreve-la em uma matriz 3x3 assim: | A — \w
I D A

15 20 23
M=11 0 21
9 4 1

1 0 1
Cc=|-1 3 1
0 1 1
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15 20 23 1 1 -5 83 58
.C= 11 0 21 . |1 3 1|=11 21 22
9 4 1 0 1 5 13 14

Transmitimos esta nova matriz (na pratica, envia-se a
cadeia de nuimeros -5 83 58 1 21 22 5 13 14). Quem recebe a
mensagem decodifica-a através da multiplicagdo pela inversa
((M.C).C'=M) e posterior transcri¢do dos nameros pelas letras. A
matriz C é chamada de chave para o codigo.

a) Voce recebeu a mensagem -12 48 23 -2 42 26 1 42 29. Traduza a
mensagem utilizando a mesma chave.

b) Aconteceu que o inimigo descobriu sua chave. O seu comandante
manda vocé substituir a matriz chave por . Vocé transmite uma
mensagem a ele (codificada, naturalmente!). Por que ndo sera
possivel a ele decodificar a mensagem?

¢) Escolha uma matriz chave que dé para codificar mensagens de
até 16 letras. Codifique e descodifique a vontade.



Capitulo [l

Introducao

Para motivar o estudo de sistemas lineares, vamos considerar o
seguinte problema:

Um nutricionista precisa estabelecer uma dieta didria contendo 10
unidades de vitamina A, 30 unidades de vitamina B e 18 unidades
de vitamina C. Essas vitaminas estdo contidas em quantidades
variadas em cinco alimentos que vamos chamarde S, S, S, S, e S..
O quadro seguinte fornece o numero de unidades das vitaminas A,
B e C em cada unidade desses cinco alimentos.

S1 SZ S’i S4 SE
Alo]|1|5[4]3
Bl2[1[0][3]2
cl3]1]o]9]o

Calcular as quantidades dos cinco alimentos que devem ser incluidas
na dieta diaria, a fim de encontrarmos os teores requeridos de
vitaminas.

Modelagem do problema: Sejam x,, x,, x,, X, € x, 0 numero de
unidades dos alimentos S, S, S,, S, e S, respectivamente, de uma
dieta didria. O teor de 10 unidades de vitamina A pode ser expresso
pela seguinte equagao:

x2+5x3+4x4+3x5= 10

Analogamente, expressamos os outros teores pelas equagoes
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2x1+x2+3x4+2x5=30
3x, +x,+9x,=18

Nosso problema consiste em encontrar valores x,, x,, x,, X, € x, que
satisfacam o seguinte sistema de equagoes:

X, +5x; +4x, +3x,=10
2x, +x, +3x, +2x, =30
3x, +x,+9x, =18

Problemas desta natureza sao muito comuns e suas solucgdes
dependem de entendermos como resolver um sistema de equagoes
lineares. E isso que veremos neste Capitulo, comecando com a
definigao a seguir de igualdade linear.

Uma equacgdo linear (ou igualdade linear) é uma equacgao do tipo:
ax +ax,+..+ax =b
onde os x, (1 <i<n)sao as varidveis (ou incognitas) da equagao, os a,
(1 <i<n)sao valores reais denominados coeficientes das variaveis, e
b é um valor real denominado termo independente.
Exemplos de equagoes lineares:

* 2x +5x,- '\/§x3=6

e -1/2x,+3x,=-4

* 3x-2y+z=1 (equivalea 3x,—2x,+x,=1)

Exemplos de equacdes nao lineares:

° x2+y2=9
* x, +txx,+4x,=3

Atribuindo valores as variaveis x; de modo a satisfazer a equagao,
obtemos uma solugdo da equagao.

Exemplo 1. A seqiiéncia (5, 6, 7) é solugaio da equagdo
2x, +3x,—2x, =14, pois tomando x,=5, x,=6 e x,=7 naequagao

dada teremos

2(5)+3(6)-2(7)=14
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Um sistema de equagdes lineares com m equagdes e n incdgnitas €
um conjunto de equagdes lineares descritas na forma

a, X, ta,x, tL +a, x =b,
ayx tayx,+L +a, x =b,
M

amlxl + am2X2 +L + aman :bm

)

Uma solugio do sistema (*) € uma n-upla (x, x,, ..., x,) que satisfaz
as m equagOes simultaneamente. Nem todo sistema de equagdes
lineares possui solugao. O nosso objetivo neste capitulo é decidir se
um dado sistema de equacdes lineares possui solucao, e encontrar
uma solucao, caso ela exista.

Sistemas e matrizes

Vamos agora aprender como descrever um sistema de equagdes
lineares de forma mais compacta, utilizando matrizes. Podemos

escrever o sistema (¥) na seguinte forma matricial:

ap ap L a4, X b,

ay ) L Ay, X b,

M M M M M

aml amZ L amn Xn bm

ou A.X=B,onde

ap ap L an X b
ay a4y L drn X, b,
M M M M M
aml a'm2 L arm Xn bm

A matriz A é denominada matriz dos coeficientes, X é a matriz das
incognitas, e B é a matriz dos termos independentes.

Uma outra matriz que desempenha papel importante na solugao de
sistemas lineares ¢ a formada pela matriz dos coeficientes e a dos
termos independentes, ou seja,
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que chamamos de matriz ampliada do sistema. Cada linha desta
matriz é simplesmente uma representacdo abreviada da equacao
correspondente no sistema.

X, +4x, +3x,=1
Exemplo 2. Dado o sistema 2x, +5x,+4x, =4 temos a forma

matricial X, — 3%, ~2x, =5

A matriz ampliada do sistema é |- 5 4 4

1 -3 —2 5

Dois sistemas de equagdes lineares sao equivalentes se qualquer
solucao de um deles é também solugao do outro. Em outras palavras,
dois sistemas de equagoOes lineares sao equivalentes se possuem as
mesmas solugodes.

Operacoes elementares

Vamos agora estudar algumas operagdes sobre um sistema de
equacdes lineares. Elas sao semelhantes as operacdes elementares
sobre matrizes e fundamentais para encontrarmos uma solugao
para o sistema. Sao trés as operagoes elementares sobre um sistema
de equacodes lineares.

I - Permutagao de duas equagodes.

IT — Multiplicacdo de uma equagao por um numero real nao
nulo.

III - Substitui¢do de uma equagao por sua soma com outra
equacao previamente multiplicada por um niimero real nao
nulo.
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2x+4y—6z=10
Exemplo 3. Dado o sistema {4x+2y+2z=16
2x+8y—4z=24

a) Quando desejamos permutar, por exemplo, a 2% equagao com a

3?3, escrevemos:

2x+4y—6z=10 2x+4y—6z=10
4x+2y+2z=16 — L,, e o sistema resultante sera { 2x + 8y—4z=24
2x+8y—4z=24 4x+2y+2z=16

b) Quando desejamos multiplicar a 1° equagao, por exempo, por 1/2
, escrevemos:

2x+4y—6z=10—>L,1/2 x+2y—3z=5
2x+8y—4z=24 e o sistema resultante serd {5y + 8y—4z=24
4x+2y+2z=16 4x+2y+2z=16

c) Quando desejamos substituir a 2* equacao, por exemplo, pela
soma dela com a 1* equagao multiplicada por (-2), escreveremos:

2x+4y—6z=10 2x+4y—6z=10
2x+8y—4z=24—>1L,=L,+L, (-2) e o sistema resultante sera 0x—6y+14z=—4
4x+2y+2z=16 2x+8y—4z=24

O leitor podera verificar, a titulo de exercicio, que todos os sistemas
do exemplo acima sdo equivalentes, isto é, tém a mesma solugao:
x=2, y=3 e z=1. Mais precisamente, a aplicacao de qualquer
operacao elementar sobre um sistema de equagdes lineares produz
um sistema linear equivalente. Esta afirmagao justifica-se pelo fato
de que uma operagao elementar sempre adiciona um mesmo valor
em ambos os membros de uma equagao do sistema dado.

Baseado neste fato, podemos construir um algoritmo para encontrar
solucao de sistemas de equagoes lineares da seguinte forma:

Método de Gauss-Jordan

° Transformamos, por meio de operacdes elementares,
o sistema dado em outro em que a matriz dos coeficientes
seja a matriz unidade;

. Transformada a matriz dos coeficientes na matriz

unidade, a matriz dos termos independentes ficara
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transformada na solucao do sistema.

Este é conhecido como método de Gauss-Jordan. Ele é muito usado

devido as suas vantagens computacionais. Vejamos um exemplo.

2x+4y—6z=10
Exemplo 4. Dado o sistema do exemplo anterior {2x+ 8y —4z=24
4x+2y+2z=16

Solucao:
2x+4y—6z=10 — L, (l) Ix+2y—3z=5
4x+2y+22=16 2 4x+2y+22=16 =L =L +L, (-4)
2x+8y—4z=24 2x+8y—4z=24
Ix+2y—3z=5 Ix+2y—3z=5
Ox—6y+14z=—4 0x—6y+14z=—4_)L2=L2(_l)
2x+8y-42=24 - L =L +L, (2) Ox+4y+27=14 6
5 11
Ix+2y—-3z=5—L =L +L,(-2) Ix+0y+—=-z=—
7 2 3 3
@ Ox+ly——z=—
3 3 Ox+1 —ZZ:%
Ox+4y+2z=14 y 3773
Ox+4y+2z=14—L,=L,+L, (-4)
5 11 5 1
y 3 3 x+0y 32 3
7 2 7 2 7
Ox+1y—§z=§ Ox+1y—§Z:§ —>L2=L2+L3(§j
Ox+0y+d,=3% 1 (3 0x+0y+1z=1
33 34
1x+0y+%z=%—>L1=Ll+L3(-§j 1x+0y+0z=2
3 Ox+1y+0z=3
Ox+1y+0z=3
0x+0y+l1z=1
0x+0y+lz=1

Logo, a solugao deste ultimo sistema é: x=2, y=3 e z=1. Como
todos os sistemas anteriores sdo equivalentes, esta também é a
solucao de todos os sistemas anteriores e, em particular, do sistema
dado.
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Observe que as variaveis x, y e z praticamente ndo participaram
do processo, a nao ser pela presenca ao lado dos coeficientes.
Logo, podemos aplicar o método acima utilizando apenas a matriz
dos coeficientes e a dos termos independentes, sem escrever as
variaveis.

2x+y+3z=8
Exemplo 5. Dado o sistema 14x+2y+2z=4

2x+5y+3z=-12

Solucdo: Procedendo de forma analoga ao exemplo anterior e
lembrando que a ultima coluna contém os termos independentes,

temos:
r 1
2 1 3 8 L |1 1 3
L) pos oy
4 2 2 4 4 2 2 4 | >L,=L,+L, (-4
2 5 3 12 2 5 3 -12
i 1 3 1 3
1 é é 4 1 A A 4
0 0 —4 -12 0 0 -4 -12| = L,
® 2 5 3 —12] 5> L,=L,+L (-2) 0 4 0 -20 ®

I A 4 1 I A 4
{ 0 —20—>L2(j

0o 0 -4 -I2 0o o0 4 —12HL3(-lj

,_

- O
|

(9;]

O sistema inicial de equagOes lineares se transformou no sistema
equivalente:
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1x+0y+0z=2
Ox+1y+0z=-5
0x+0y+1z=3

cuja solugao é: x =2, y=-5 e z=23. Portanto, esta também ¢ a
solucgdo do sistema dado.

Mas ainda precisamos de alguns conceitos adicionais para entender
por completo como resolver um sistema de equacgdes lineares, pois
um tal sistema pode nao possuir solugao, ou ainda, pode possuir
infinitas solu¢des. Veremos como tratar estes casos nas proximas
secoes.

Forma escada

Motivado pelas operagdes elementares estudadas na segao anterior,

introduzimos o seguinte conceito sobre matrizes:

Uma matriz estd na forma escada se as seguintes condicdes sao
satisfeitas:

a) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha nao nula é 1;

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma
linha tem todos os seus outros elementos iguais a zero;

¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas;

d) Seaslinhas 1,...,r sdo aslinhas nao nulas e se o primeiro elemento
nao nulo da linha i ocorre na coluna k, entao k, <k,< <k.

Esta tultima condi¢do impde a forma escada a matriz:

pode ser # 0

Em uma matriz na forma escada o numero de zeros precedendo o
primeiro elemento nao nulo de uma linha aumenta a cada linha até
que sobre somente linhas nulas, se houver.

Exemplo 6.
1 0 0

0 1 -1 0
0 0 1 3

Nao esta na forma escada pois a 2* condi-
¢do nao é satisfeita.
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Exemplo 7.
0 2 1 ~ . . .
Nao esta na forma escada pois a 1° e 4° condi-
1 0 -3 ¢Oes nao estao satisfeitas.
0 0 0
Exemplo 8.
0 1 -3
Nao satisfaz a 1* e nem a 3° condigdes.
0 0 0
0 0 0 -1 2
Exempo 9.

0 0 0 1 2 Esta na forma escada.

Exercicio 1. A matriz nula estd na forma escada?

Note que as operagdes elementares sobre um sistema de equagoes
® lineares sdo, na pratica, operacdes elementares aplicadas sobre ®

matrizes,

Dada uma matriz A, dizemos que B, ¢ uma matriz na forma

escada equivalente i A se B estd na forma escada e for obtida a partir
de A por aplicacdes sucessivas de operacoes elementares.
Definicao de posto e nulidade de matriz: Dada uma matriz A

nl

sejaB amatriz na forma escada equivalente a A.

J O posto de A é o numero de linhas nao nulas de B.
J A nulidade de A é o valor n —p.

Exemplo 10. Encontrar o posto e a nulidade da matriz

1 2 1 0
A= |-1 0 3 5
1 -2 1 1

Solugao: Efetuando operagOes elementares sobre A para obter
a matriz na forma escada equivalente, temos (as operagdes
elementares aplicadas nao serao mais explicitamente indicadas.
Além disso, para ganhar tempo e espaco, nao descreveremos todas
as matrizes, mas apenas as mais importantes. Mas o leitor podera
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facilmente identificar todas as operagdes aplicadas analisando cada
matriz resultante.):

1 2 0 1 2 1 0 1 2 1 0
-1 0 3 50— 10 2 4 5| —>1|0 1 2 % —
1 2 1 1 0 -4 0 1 0 —4 0 1

1 0 —3 =5 1 0 /

7
A
008110011%;L

Esta tiltima matriz é equivalente a A e estd na forma escada. Logo, o
postode A é 3, eanulidadede Aé 4-3=1.

Exemplo 11. Encontrar o posto e a nulidade da matriz

2 -1 3

1 4 2
A:

1 =5 1

4 16 8

Solucao: Efetuando operagdes elementares sobre A para obter a

matriz na forma escada equivalente, obtemos a matriz

1 0 1%
0 1 %
0 0 0
0 o 0

Portanto, o posto de A é 2, e a nulidade é 1.

Solugoes de um sistema de equacoes lineares

Consideremos um sistema de equagoes lineares com m equagoes e
n incégnitas

ax, ta,x,*L +a x =b
a,x tayx,+L +a, x =b,
M

a,x ta ,x,tL +a_x =b

n

m
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Este sistema poder4 ter:

° Uma tnica solugao,
o Infinitas solugdes, ou
o nenhuma solugao.

No primeiro caso, dizemos que o sistema é possivel (ou compativel)
e determinado. No segundo caso, dizemos que o sistema é possivel
(ou compativel) e indeterminado. No terceiro caso, dizemos que o
sistema € impossivel (ou incompativel).

Teorema 1. Um sistema de m equacgdes lineares e n incgnitas admite
solucao se, e somente se, o posto da matriz ampliada ¢é igual ao
posto da matriz dos coeficientes. Além disso, se as duas matrizes
tém o mesmo posto p e:

. p =n, a solugao € tnica.

. p <n, o sistema admite infinitas solugdes.

Exemplo 12. Resolver o sistema { * t2ytz+t=0
x+3y—z+2t=0

Solucao: A matriz associada ao sistema é

1 0 5 -1 0

0 1 -2 1 0
O posto p da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada é 2. Como
n =4, o sistema possui infinitas solugoes. Estas podem ser obtidas

da seguinte forma: Primeiro, observamos que a matriz reduzida a

forma escada corresponde ao sistema

x+0y+5z—t=0
Ox+y—2z+t=0

Podemos reescrever este sistema na seguinte forma matricial:

oGl

As variaveis z e t sao chamadas de varidveis livres do sistema, e
dizemos também que o sistema tem grau de liberdade 2.
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Ao atribuirmos valores quaisquer para z e t, obtemos valores para x
e y que correspondem a solugao do sistema. Por exemplo, fazendo
z=1et=0, obtemos x =-5e y =2. Logo, (-5, 2, 1, 0) é solucao do
sistema.

Paraz=0et=1, obtemos x=1ey=-1. Logo, (1, -1, 0, 1) é também
solucao do sistema.

Sistemas lineares como o do exemplo acima, em que os termos
independentes sdao todos nulos, sao chamados de sistemas
homogéneos. Note que a solugao nula (ou trivial), ou seja, aquela
obtida atribuindo o valor zero para cada uma das varidveis do
sistema, € sempre solucao de um sistema homogéneo. Portanto,

sistemas homogéneos sao sempre possiveis.

Veremos a seguir exemplo de um sistema impossivel.

2x+4y=16
Exemplo 13. Resolver o sistema < 5x — 2y=4
10x—4y=3

Solucao: A matriz associada ao sistema é

2 4 16
—2
10 —4 3

1 0 2
0 1 3
0 0 =5

Como o posto p da matriz dos coeficientes é 2 e 0 da matriz ampliada
€ 3, o sistema nao possui solugao, ou seja, é impossivel.

x+2y=-1
Exemplo14.Calcularovalordekparaqueosistema {—3x+4y=k
seja compativel. 2x—y=-7

Solug¢ao: A matriz associada ao sistema é
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1 2 -1
-3 4 k
I

que reduzida a forma escada fornece

10 -l —2(gj
10
0 1 k=3
10
0 0 —s+F73
(- 2 -
. . , k-3 _
Para que o sistema seja compativel devemos ter -5+ —— ,0
que resulta em k=13.
Exercicios
1. Reduza as matrizes a forma escada:
® M 2 3 - BTo 2 2
2 -1 2 3 1 1 3
3 1 2 3 3 —4 2
2 -3 1
9T 1 3 =2
2 1 —4 3
3 2 -1

2. Calcule o posto e a nulidade das matrizes da questao anterior.

3. Classificar e resolver os sistemas de equagoes lineares:

a){ 5x+8y=234 b) 4x—-y—3z=15 ) 3x+2y—5z=8
10x+16y =50 3x=2y+5z=-7 2x—4y—2z=—4
2x+3y+4z=7 x—2y—3z=—4

d) [2x+3y-2z=2 e) x+3z=-8 f) 2x+4y+6z=—6
3x—5y+4z=5 2x—4y=—4 3x—2y—4z=-38
x—2y—T7z=-24 3x—2y—5z=26 x+2y+3z=-3
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8) x+2y+3z=10 h) x+y—z=0
3x+4y+62=23 2x—3y+z=0
3x+2y+3z=10 4x—4y—-2z=0
i) x+3z=-8 j) x—z=0
2x—4y=—4 3x+y+2z=0
3x—2y—5z=26 4x+2y+2z=0
K) [ 5x—3y—7z=—5 D [ 6x+2y+4z=0
4x—y—z=2 —9x—-3y—-6z=0
—2x+4y+8z=10
m) x—y=0 n) 3x—8y—9z=14
2y+4z=6 7x+3y+2z=-12
Xx+ty+t4z=6 —8x—-9y+62z=11
® O [ 4x-3y=-18 PY[ x+2y=4
2y+5z=-8 3xt4y=3
x—2y—3z=0 2x—y=-6
—4x+3y=2
4. Determine o valor de k para que o sistema § 5x—4y=( admita
solucgao. 2x—-y=k
3x+5y+12z—w=-3
5. Dado o sistema linear: X+ty+t4z—w=-6

2y+2z+w=5

a. Discuta a solu¢ao do sistema.
b. Acrescente a equagdo 2z +kw =9 ao sistema e encontre um valor
para k que torne o sistema incompativel.



Capitulo Il

Definicao de determinante

Determinante é uma fungao que associa a cada matriz quadrada
um valor real. Esta fungdo, além de atuar na solugao de sistemas
de equacoOes lineares, permite saber se a matriz tem ou ndo inversa,
pois as que nado tém sdo precisamente aquelas cujo determinante é
igual a 0. Representamos o determinante de uma matriz A por det
Aou Al

Seja A = [4,] uma matriz quadrada de ordem 7. Definiremos o
determinante de A (det A) recursivamente da seguinte forma:

° Sen=1,ouseja, A=[a,] entdo det A=a,,.

. Se n > 1 entdo det A = Z:(—1)i+jaij|Dij
j=1
uma linha (qualquer) de A, e D, € a submatriz quadrada de

,onde i é

A de ordem n — 1 obtida removendo a linha i e a coluna j.

O determinante  ID,| ¢ chamado de menor complementar
do elemento ay da matriz A, e A= (-1)™ IDijI € chamado de
complemento algébrico ou cofator do elemento a,.

A definicao de determinante também pode ser feita fixando uma
coluna j ao invés de uma linha. Neste caso, a formula fica
n
detA= D (-1" a; |Dij | Pode-se demonstrar que em qualquer caso
i=1

o valor do determinante é o mesmo.
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a; a5 ;
Exemplo 1. det [ } = a, a,, —a, a,. Estaformula
aZI a22

¢ obtida utilizando a definicdo de determinante fixando, por
exemplo, a primeira linha (i = 1).

2 1
Exemplo 2. Se A= L 3} entaodetA=2.3-5.(-1)=11.

ap ap a3
Exemplo 3. Se A= a,, a, a,, | entao
as a; a3
a a a a a a
_ 2 23 21 23 21 »
det A= a,, -a;, + a,
a3 as as a33 as as

=ay, (azz Ay =g, a23) RGP (a21 Ay = Oy a23) tag, (a21 Ay, = Oy uzz)

=gy gy gy = Ay Ay Ay = Ay Ay Ayt Ay, Ay Ayy T 0150y Ay — 015 0y A5,

Exemplo 4. Se A = entdo

detA=2 2 ! 1 0 ! +4 2 2.10-1.(-3)+4
et A= - =2.10-1.( )
o 5 3 s 0 3+

(-6)=-1
Exercicios
1. Calcule det A, nos casos:
a3 2 b)fo 4 6

3 4 5 9 8

2 1

910 ) -y 1 o

-1 —4 1 -3 —4 1

2 -3 -1 -2 -3 -1
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ef-1 o 2 HDT-1 o |
-3 -1 3 -1 -4
2 2 - 2 2 -3

-1 0 1 -2
-3 -1 —4 1
—2 2 -3 -1

3 2 X 2
a) |1 -2 X =8 b) |5 X 1| =12
2 -1 X 3 1
2 x—2 1
Q) 1 x+3 4 =56
3 x+1 5

Propriedades dos determinantes

Como decorréncia da defini¢ao, podemos descrever uma série de
propriedades dos determinantes.

Seja A uma matriz quadrada.
i. Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de A
sdo nulos, entdao det A =0.
ii. det A =det A™.

iii. Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) de A por
uma constante k, o determinante fica multiplicado por k.

iv. Quando trocamos duas linhas (ou colunas) de A, o
determinante troca de sinal.

V. Se A tem duas linhas (ou colunas) iguais, entao det
A=0.

vi. O determinante de A nao se altera se somarmos a

uma linha outra linha multiplicada por uma constante.
vii.  det(A.B)=detA.detB

m muitos casos, vale a pena utilizar as propriedades anteriores
E t | til dad t

para simplificar o calculo dos determinantes, como ilustra o exemplo
a seguir.
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Exemplo 5. Calcule o determinante da matriz

1 -2 3
A=12 1 -1
—2 -1 2

1 —2 3
2 1 -1
0 0 1

Pela propriedade (vi) acima, o determinante destas duas matrizes é
o mesmo. Logo,

1 -2 3 1 —2 3
det | 2 1 —1|=det |2 1 “1l=
—2 -1 2 0 0 1
1 -2
=1.(-1)* ) . =5
2 4 6
Exemplo 6. Calcule o determinante da matriz A =| 5 9 8
7 2 1

Solugao: Vamos realizar operagoes sobre a matriz A para simplificar
o calculo do determinante.

Dividindo a 1* linha por dois, obtemos a matriz abaixo. Pela
propriedade (iii), o determinante de A também fica dividido por
dois. Portanto, podemos escrever:

2 3
detA=2. |5 9 8
7 2

Realizando operagdes elementares para anular o 2° e 3° elementos
da 1° coluna, obtemos: (Pela propriedade (vi) acima, o determinante
nao se altera).

detA=2.10 -1 —7

Calculando o determinante pela 1° coluna, temos:
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detA=2.((-1).(-20) - (-12) . (-7)) = -128.

Exercicios

1
1. Dadas as matrizes A = {1 2} e B= { { } , calcule

1 0

a) det A +detB
b) det (A + B)

2.Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. As afirmacoes abaixo
sao verdadeiras ou falsas?

a) det (A.B) = det (B.A) b) det (AT) = det A
c) det (2A) =2 det A d) det (A?) = (det A)?

3. E verdade que o determinante de uma matriz quadrada triangular
¢ igual ao produto dos elementos de sua diagonal. Argumente.

3 0 0 0 0
® 19 18 0 0 0 ®
4. Calcule det | _g . -5 0 0
4 A2 43 o0 o
' 8 3 5 6 1]
1 1 1
5. Mostre que det | a b c|=@-b).(b-c)(c—a)
a®>  b* ¢’

Matriz adjunta e matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A, lembremos que o cofator Aij do
elemento a, ¢ dado pela expressao (-1)" | D |, onde D, € a submatriz
quadrada de A de ordem n — 1 obtida removendo a linha i e a
coluna j. Com estes cofatores, podemos formar uma nova matriz A

, denominada matriz dos cofatores de A.

2 1 0
Exemplo7. A= |-3 1 4.
1 6 5
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A =1 : 4 19
11 6 5
- —3 4
A, =" | 5 =19, ... etc
—-19 19 -19
Entio A = | _5 10 -11

Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de matriz adjunta de
A (denotada por adj A) a transposta da matriz dos cofatores de A.
Ou seja, adj A=AT.

Para a matriz A, do exemplo anterior, temos:

-19 -5 4
adjA= 19 10 -8
-19  —11 5

Vamos efetuar, neste exemplo, o produto A . adj A.

2 1 0 —-19 -5 4
A.adjA=|-3 1 41 . 119 10 —8| =
1 6 5 —19 —11 5
—19 0 0
=10 -19 0 |=-1910,
0 0 -19

além disto, podemos verificar que det A =-19. Entao A .adjA =
=(det A) . I,. Pode-se demonstrar que esta propriedade € valida para
toda matriz quadrada.

Teorema 1. Para toda matriz quadrada A de ordem n, A . adj A =
(detA).1.

Podemos usar este teorema para calcular a inversa de uma matriz
quadrada da seguinte forma: Suponhamos agora que A_, tenha
inversa, isto € existe A" tal que A . A" =1 . Pela propriedade (vii) dos

determinantes, temos

det A.detA'=det (A.A")=detl =1
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Desse produto concluimos que se A tem inversa:

. detA=#0
ii. detA'l= ——-
det A
Ou seja, det A # 0 é uma condicdo necessdria para que A tenha
inversa. Esta condicao é, na verdade, também suficiente, pois pelo
Teorema 1, A . adj A = (det A) . I , para qualquer matriz quadrada A
de ordem n. Se det A # 0 entao

A1 adja)y-1
det A

Como a inversa € tinica, concluimos que A™*=

.adj A.
et A

Resumindo:

Teorema 2. Uma matriz quadrada A possui inversa se, e somente se,
det A # 0. Neste caso,

1
® A'1=m .adj A ®

Este resultado fornece um novo método para calcular a inversa de

uma matriz.

Por exemplo, consideremos a matriz A = {6 2} .

11 4

Entdao det A =24 -22=2#0 e, portanto, A possui inversa. Podemos
entao calcular A" utilizando o teorema 2:

- 4 —-11 4 -
A = e adjA=
—2 6 —11 6

Entio Al —— adiA =172 v 2 !
MAOR T gt A 29T 6| T

Exercicios
2 -3

1. Dada a matrizA = |0 2 1 |, calcule
5 3
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a)adj A b) det A c) Al

2. Dizemos que A e B sao matrizes semelhantes se existe uma matriz
P tal que B = P'.A.P. Mostre que se A e B sao semelhantes entao
det A =det B.

3. Verdadeiro ou falso:

a) Se det A=1entao A'=A.
b) Se A é uma matriz triangular superior e A’ existe entao A™
também sera triangular superior.

c) Se A é uma matriz da forma kI_entao det A = k.

d) Se A é uma matriz triangular entdo det A=a, +a,+..+a

nn’

Regra de Cramer

O calculo da inversa de uma matriz utilizando determinantes
fornece um outro método de resolucao de sistemas de equagdes
lineares conhecido como Regra de Cramer.

Observacao: Este método so se aplica a sistemas lineares em que o
numero de equagdes € igual ao niimero de incognitas.

Suponha que desejamos resolver o sistema linear de n equagoes e n
incdgnitas.

a x, tL +a, x =b
M

a x,tL +a_x =b,

Podemos escrever este sistema na forma matricial:

a, L a,, X, b,
M M|. [M|=|M
a, L a, X, b,
ou A X =B
a] 1 L a’ln
ondeA= | M M | é a matriz dos coeficientes,
nl L ann
X, b
X=|M| ¢éamatriz dasincognitas e B= | M| ¢ a matriz dos
X, bn

o9
9 EaD-UFMSI
o
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termos independentes.

Suponhamos que det A # 0, e portanto, que A possui inversa A™.
Entao multiplicando a equacdao A . X = B por A’ e, isolando X,
temos

AYA.X) = A'.B
(ATA). X = A'.B
I X - A'.B
X - A'.B

Reescrevendo esta expressao na forma matricial, temos

X ap L iy b,

M =M M| . |M

Xn anl L ann bn
Utilizando o Teorema 2, temos

X | A, L A, b,

M| = A M M M

et
@ Xn An L arm bn @
Entao
- blAll +L +bnAn1

X

det A

Mas note que o numerador desta fracdo é igual ao determinante da
matriz obtida de A substituindo a primeira coluna pela matriz dos
termos independentes:

det|M M M |=bA,+L +b A,

Logo,
b, ap L an,
M M M
b a, L a.
X, =
ap ap L a,
M M M
anl an2 L arm
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Fazendo dedugdes andlogas, obtemos
ay, L b L A,
M M
‘= a, L b, L 4m| , para i=1,2,..,n.
1 ap L An
M
a, L a,

Observe que no denominador temos o determinante da matriz dos
coeficientes (det A # (), e no numerador aparece o determinante da
matriz obtida de A substituindo a i-ésima coluna pela coluna dos
termos independentes. Lembre-se de que este método somente se
aplica a um sistema linear de n equagdes e n incognitas e quando o
determinante da matriz dos coeficientes for nao nulo.

2x—3y+7z=1
Exemplo 8. Dado o sistema x+3z=5
2y—z=0
®
2 -3 7
Temos que: det | | 0 3| =-1#0.
0 2 -1

Portanto, podemos usar a regra de Cramer. Entao

1 -3 7 )
5 0 3 5
o 2 -l o 0 -l
X = =-49 = =
7 Y 0 ?
b 3]
0 5
0o 2
7= =18
-1
Exercicios

1. Resolva os sistemas lineares, usando a regra de Cramer.
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[ 5x+8y=34
l10x+16y =50

D x+2y+32=10

3x+4y+62=23
3x+2y+3z=10

8) x—y=0
2y+4z=6

x+y+4z=6

) 2x+4y+6z2=-06
3x—2y—4z=-38
X+2y+3z=-3

m){6x+2y+4z=O
—9x—3y—6z=0

b) 3x+2y—5z=8

2x—4y—2z=—4
x—2y—3z=—4

¢) x+3z=-8
2x—4y=—4
3x—2y—5z=126

h) 4x—y—3z=15

3x—2y+5z=-7
2x+3y+4z=17

k) xty—z=0

2x—3y+z=0
4x—4y—2z=0

3x—8y—9z=14
Tx+3y+2z=-12
—8x—9y+6z=11

DETERMINANTES

) x+3z=-8
2x—4y=—4
3x—2y—5z=26

£ 5x—3y—T7z=-5
4x—y—z=2
—2x+4y+8z=10

D (2x+3y-22=2
3x—5y+4z=5
x—2y—T7z=-24

D x—z=0
3x+y+2z=0
4x+2y+2z=0




Capitulo IV

Definicao de espago vetorial

A nogao comum de vetores como objetos com comprimento, dire¢ao
e sentido, juntamente com as operagoes de adigao e multiplicagao
por numeros reais forma a idéia basica de um espacgo vetorial.
Para definir um espago vetorial, precisamos de um conjunto de
elementos e duas operagoes definidas sobre os elementos deste
conjunto, adicao e multiplicagdo por nimeros reais.

Seja V' um conjunto nao vazio sobre o qual estdao definidas duas
operagoes:

VO,VeVu+veV (Soma)

VaeR VV,eV,aV eV (Multiplicacao por escalar)

O conjunto V com essas duas operagdes € um espago vetorial real
(ou espago vetorial sobre ) se as seguintes propriedades forem
satisfeitas V I_I, ;;, W e V,Va peR:

Em relacao a adicao:
i. (1_,1> + V) +w=u+ (7 +w) (associatividade)
P - - - . .
ii. u+Vv =V +u (comutatividade)
e - —> -
iii.30 e Vtalqueu +0=u,Vu e V
(existéncia de vetor nulo)
iv.3-Ue Vtalqued +(-4)=0,Vd e V

(existéncia de inverso aditivo ou simétrico)

Em relacdo a multiplicacao por escalar:
- - - - . . ..
v.a(u+v)=qau +av (distributividade)
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vi. (@ +B)U =ad +pu (distributividade)
vii. (a.f3) u-= oc.([SH) (associatividade)

viii. 1d =d (vetor neutro 1)

Os elementos de um espago vetorial serdo chamado de vetores.
Como veremos, o conjunto das matrizes, polindmios e o prdprio
conjunto dos nimeros reais formam um espaco vetorial. Estes
conjuntos, apesar de terem naturezas diferentes dos vetores no

espago, “comportam-se” como eles.

Se na definicao de espaco vetorial, ao invés de termos os numeros
reais como escalares, tivermos os numeros complexos, V serd
chamado de espago vetorial complexo.

Exemplo 1. O conjunto V=R?*={(x, y) | x, y € R} é um espago vetorial
com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagao por escalar assim

definidas:
)Y =@ Yty
. « (x, y) = (ax, ay)
® Para verificarmos as oito propriedades de espago vetorial, ®
consideremos:

U= (0, 1),V = (1, ) e W =(x, ).

LO+V)+W = () T G, ) (0
= (x, +x,y, ty,)+(x,, )
= () x, (0 ) Ty
= e tx) O, )
= (xcp,y)+ 0t x, 0, Ty)

= (x;, ¥) H(x, ¥) + (x5, 1,))
= H + (?; + _V\7)

ia+v = (xp,y) * (x5, 3,)
= (x, +x,y, +y,)
= (x,+x,y,+y)

= ) ee)
= vV +u

iii. 30=(0,0) e R*tal que VU € R, 4 +0=(x, y,) + (0, 0)
=(x,+0,y,+0)
= y)

=u
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iv.VU e R, 3-U =(-x,-y,) € Retal que U + (-0) = (x, y)) + (-x,, -,)
= (xl - X, Y, - y1)
=(0,0)
=0

voa(@+V) =a((x, y)+ (%, 1)
= (X, X, Yt Y,)
=(a(x, +x), a(y, +y,)
= (ax, + ox,, ay, + ay,))
= (ax, ay,) + (ax, ayy)
=a (x, y,) +a(xy, y,)
=at+ta

vi.(@+B) U =(a+B)(x,y,)
=((a+B)x, (a+PB)y,)
= ((ax1 + [lef ay, + E’yl)
= (axl’ ayl) + ([?)xl’ F)yl)
= o (xy y) + B (6 )
=au +f3u

vil. (o) U = (a.B) (x,, ,)
® = (@B, (@B)y,) ®
= (a-(f’x1)r O"([?’%))
= (ﬁxv [3]/1)
= a (W)

viii. 1u =1(x, v,) = (1x, 1y,) = (x, y,) =u
Todas as oito propriedades de espaco vetorial foram verificadas.

Portanto, o conjunto V=R?={(x, y) | x, y € R} é um espaco vetorial
com as operagdes acima definidas.

Exemplo 2. Os conjuntos R?, R?, ..., R* também sao espagos vetoriais
com as operagdes usuais de adi¢do e multiplicacdo por escalar.

V=R"={(x,x,..,x) 1 x eR}

ese =(x, X, ...,X), =Y, Yy, Yy)eaekR,
¢ UV =Y Yy e X, Y, @
° aa=(ax1, ax,, ..., ax.)

Depois de verificadas as oito propriedades de espago vetorial
para o R?, estas propriedades ficam evidentes também para estes
conjuntos. Neste caso, perdemos a visao geométrica de “vetores”,
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pois saimos de um espaco de “dimensao” 3 e passamos a um espago
de dimensao n. Apesar disto, podemos trabalhar com estes espagos

da mesma forma que em R®.

Exemplo 3. O conjunto R com as opera¢des usuais de adigdo e
multiplicagao por escalar é espago vetorial. Os vetores (e os escalares)
nesse caso sao 0s proprios numeros reais. Sabemos que a adicao
de nuimeros reais satisfaz as propriedades (i) a (iv) da defini¢ao de
espago vetorial, e o produto de niimeros satisfaz as propriedades

(vi) a (viii).

Exemplo 4. O conjunto M(m, n) das matrizes m x n com as operagoes
usuais de adicao e multiplicacao por escalar formam um espaco
vetorial.

Para verificarmos as oito propriedades de espago vetorial,
consideremos A, B e C matrizes de ordem m xn, cce 3 € R.

Em relagao a adi¢ao valem as propriedades:

(i) (A+B)+C=A+B+0O)

® (i) (A+B)=(B+A) ®
(iii) 3 amatriznulaOtalque A+0=A
(iv) VmatrizA ,3Imatriz -A  talque A+ (-A)=0

Em relacdo a multiplicagao por escalar valem as propriedades:

(v) a(A+B)=aA+aB
(vii) (a+B)A=aA+BA
(vil) (of) A = a(BA)
(viii) TA=A

Exemplo 5. O conjunto P_={a,+ax+ax*+..+ax" | a € R} dos
polindmios com coeficientes reais de grau <n, incluindo o polinémio
nulo, em relagdo as operagdes usuais de adi¢ao de polindmios e
multiplicagao por escalar é um espago vetorial. Deixaremos a cargo
do leitor a tarefa de testar as oito propriedades de espaco vetorial
para este exemplo.

Exemplo 6. O conjunto V={ (x, x?) | x € R} é um espaco vetorial com
as operagoes de adig¢ao e multiplicacdo por escalar assim definidas:

(X19X12) @ (Xz,Xg) = (X + Xy, (%, + Xz)z)

a - (x,x%) = (ax,0°x?)
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Para verificarmos as oito propriedades de espaco vetorial,
: O e 2) o W 2

consideremos u = (x, x,°), V = (x,x,)) ew=(x, x7), o, B € R.
.o - -
Lu+v)y+w =((x, x2)+(x,x2)+(x, x?)

— 2 2

=(x,+x, (x,+x,)°) + (x,, x%)

— 2

=(x;+x,+x, ((x; +x,) +x.))

— 2

= (x, +x, + 2y, (X + (x, +x,))°)

— 2 2 2

=(x, x°) + ((x,x,7) + (x,, x.))

- - =
=u+(V+w)

.. — —

ii. u+v =(x,x2)+(x,x?)
— 2
=(x,+x, (x,+x))
— 2
=(x,+x, (x,+x))
— 2 2
= (x,x,2) + (x, x)

- =
=V +u

iii.30=(0,09=(0,0) e Vtalque VU € V, U +0=(x, x2) + (0, 0)
=(x,+0, (x,+0))
= (%)
=u

V. VU =(x,x?eV,3-U=(x,(-x)) e Vtal que
U+ (U) = (x, x2) + (- x,(-x )?)
=(x,—x, (x,+(=x)))
=(0,0)
=0
V.o (H + V) =a((x, x7?)+(x,x})
=a(x, +x, (x+x,))
= (a (x, +x,), &% (x; +x,)%)
= (ax, + ax,, (a(x, + x,))*)
= (ax, + ax,, (ax, + ax,)?)
= (0cx,, (e, ) + (o, (aux,)?)
= (ax, ox ) + (ax,, a*x,?)
=a +a

=a+a

vi. (a+p) =(a+p)
=((a+P)x,)
=((a+p)x,)
= (o, + B, (aox, + Bx,)?)
= (ax,, (ax,)?) + (Bx,, (Bx,)%)
= (axv ) + (ﬁxv )

- 2 2
s (xl’ X _)>+ p (xzfxz )

=aﬁ+ﬁv
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vii. (aB) U = (a.p) (x, x)
= ((e.B)x,, (aB)* x,%)
= (a.(Bx)), (a.px,))
= (a'(ﬁxl)’ az-(ﬁxl)z)
=a (Bx, (Bx,)?)
=a (Bxy, pPx?)
=a (B (x, x?)
= a(B )

viil. 18 = 1 (x, x2) = (Ix, 12x2) = (x, x,2) = &

Todas as oito propriedades de espago vetorial foram verificadas.
Portanto, o conjunto V= { (x, x*) | x € R} é um espaco vetorial com
as operagOes acima definidas.

Exemplo 7. Considere o conjunto R*={ (x, y) | x, y € R }. Vamos
mostrar que este conjunto nao é um espaco vetorial com as operagoes
de adi¢ao e multiplicagao por escalar assim definidas:

. (e y) +(xy y,) = (x, + X, ¥, +Y,)
. a(x, y) = (ax, y)

Para isso, vamos mostrar que alguma das oito propriedades da
definigao de espago vetorial nao se verifica. Como a adi¢do definida
¢ a usual, ela verifica as quatro propriedades da adigao. Vamos
testar as propriedades relativas a multiplicacdo. Em particular,
vamos testar a propriedade (vi). Seja u = (x, y) € R%

Vi, (o_c;ﬁ>§=<a+ﬁ)(x,y>=<(a+r3>x,w=<ax+ﬁx,y>
au +pu = a(x, y) + Bx, y) = (ax, y) + (Bx, y) = (ax + Px, 2y)
Ou seja, (a + ) U #ad + 61_1'.

Como a propriedade (vi) de espago vetorial ndo se verifica,
concluimos que R* com as operagdes de soma e multiplicacao por
escalar acima definidas nao é espago vetorial.

A partir deste ponto, vamos convencionar que sempre que
considerarmos os espagos vetoriais R, M(m, n) das matrizes m x n,
e 0 dos polindmios P_ de grau <n, estaremos sempre nos referindo
as operagoes usuais de adicao e multiplicagao por escalar.
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Propriedades dos espagos vetoriais

Da definicdo de espago vetorial V, decorrem as seguintes
propriedades:

. O vetor nulo é tnico.
. Para todo a € R tem-se que a.0 =0 (onde 0 é o vetor nulo).
. Paratodo U e V tem-se que 0. u =0.

- - ; .
. Para cadau e V, o vetor oposto - u € V¢ tinico.

—> - - —> - - —> - = -
.Seu+v=w+ventaou=w,paratodou,v,WGV.

-

- - . d
.Paratodou €V, tem-se - (-u)=u, ou seja, 0o oposto de - u é u.

1
2
3
4
5. Para todo a € R,I_J> € Vseaa=0entéoa=00u3=0.
6
7
8. Para todo a € R, ue V, tem-se (—cx)ﬁ> = a(—a) =- (aﬁ).
9

- - -
.Paratodoa € R, u € V, tem-se (-a)(-u)=au.
10.Se o, oy ..., 0 € R,H € Ventao (o, +a, + ... +0(n)1_1>

- - -
=ou +a, U+ ... +a .

-

- - - - - - -
11.Se a eR, u,u,...,u e Ventao a(u, +u,+...+u )u

- - -
=au1+au2+...+aun.

Todas as propriedades acima podem ser demonstradas formalmente
utilizando a definicdo de espago vetorial. Nao faremos essas
demonstragdes aqui, pois entendemos que elas podem ser adiadas
para um segundo curso de algebra linear. Porém nada impede que
o leitor mais interessado possa tentar demonstra-las a titulo de
exercicios, pois elas também nao sao tao dificeis.

Apenas como incentivo, vamos por exemplo demonstrar a
propriedade 1, que afirma que “O vetor nulo é tnico”. Para isso,
suponha que 0 e 0’ sejam dois vetores nulos de um espago vetorial
V. Vamos entao mostrar que 0 =0".

Aplicando a propriedade (iii) de espago vetorial com 0" no
papel de u, temos 0'+0=0".

Aplicando novamente a propriedade (iii) de espago vetorial,
agora com 0 no papel de u, temos 0+ 0" =0.

Pela comutatividade da adigao (propriedade (ii)), temos que
0+0=0"+0.

o9
9 EaD-UFMSI
o
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Portanto, 0=0+0"=0"+0=0’, como queriamos demonstrar.
Exercicios

1. Nos itens a seguir apresenta-se um conjunto com as operagoes
de adigao e multiplicagdo por escalar nele definidas. Verificar
quais deles sao espagos vetoriais. Para aqueles que ndo sao espagos
vetoriais, citar as propriedades que nao se verificam.

a) R® com as operagdes

o xy 2+, Yy, 2)=x+x,y+y,z+2)
° k(x,y,z)=(0,0,0)

b) {(x, 2x, 3x) : x € R} com as operag¢des usuais de soma e multiplicagao
por escalar.

¢) R? com as operagoes

. Ly + & y)=(xy)
. k(x, y) = (kx, ky)

d) R? com as operagoes

. )+ y)=x+x, y+y)
o k(x, y) = (k2x, k2y)

e) R? com as operagdes

. )+ y)=@x+x, y+y)
° k(x, y) = (kx, 0)

f) { (x, y) € R*: y=5x } com as operagOes usuais.

0 a - .
g) A = b O c M(z’ 2) : a,b = R cOom as operagoes usuais.

Subespaco vetorial

Seja V um espago vetorial. Um subconjunto nao vazio S de V é um
subespaco vetorial de V se S é um espago vetorial em relagao a
adicao e multiplicagdo por escalar definidas em V.
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Para mostrar que um subconjunto S é um subespaco vetorial de V,
deveriamos, a principio, mostrar que S satisfaz as oito propriedades
da defini¢ao de espago vetorial. No entanto, como S é parte de V, que
ja sabemos ser um espaco vetorial, nao ha necessidade de verificar

. . . g - -
todas elas. Por exemplo, a propriedade (ii) que diz que u +v =v

-> - = 4 & B .7

+u,Vu,v e Véclaramente valida para os elementos de S ja que
ela é valida para os elementos de V. O teorema a seguir mostra que,
na verdade, precisamos verificar apenas duas propriedades para

concluir que S é um subespaco vetorial de V.

Teorema 1. Seja V um espaco vetorial e S um subconjunto nao vazio
de V. Entao S é um subespago vetorial de V se as seguintes condi¢oes
forem satisfeitas:

. - = - -
° Para quaisquer u ,v € S, tem-seu +Vv € S.

. - —_
. Para quaisquer a € R, u € S, tem-se au € S.

Prova: As condi¢des do teorema garantem que ao operarmos em S
(soma e multiplicagao por escalar), obteremos um vetor em S. As
propriedades (i), (ii), (v), (vi), (vii) e (viii) de espago vetorial sdao
validas para S, ja que S é subconjunto de V.

Para as propriedades (iii) e (iv), seja u um vetor qualquer de S. Pela
segunda condi¢ao do teorema, al €S para todo a € R. Fazendo
a =0, temos que 0u e S, ou seja, 0 € S. Fazendo « = -1, temos que
(-1)H = U e S. Isso mostra que as propriedades (iii) e (iv) também
sdo validas para S. Portanto, S € um espago vetorial.

Exemplo 1. Considere V = R? e S ¢ V é uma reta passando pela
origem. Entao S é subespaco vetorial de V.

A

Utilizando as propriedades sobre vetores, veja geometricamente a
validade das condi¢des do teorema 1. Observe que se a reta S ndao
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passar pela origem, ela nao seria um subespaco vetorial de V, pois o
vetor nulo 0 = (0, 0) ndo estaria em S. Observe ainda que o conjunto
formado somente pela origem (0, 0) também é um espago vetorial de
R?. Na verdade, os tnicos subespagos vetoriais de R* sdo a origem,
as retas que passam pela origem e o proprio R?. Analogamente, os
unicos subespagos vetoriais de R® sdo a origem, as retas que passam
pela origem, os planos que passam pela origem e o proprio R*.

Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespagos: o
conjunto {0}, chamado de subespaco nulo, e o préprio espago
vetorial V. Esses dois sao chamados de subespacgos triviais de V.
Os demais subespagos sao chamados de subespacgos proprios de V.
Por exemplo, os subespacos triviais do R* sao a origem {(0, 0, 0)} e 0
proprio R®. Os subespagos proprios do R® sao as retas que passam
pela origem e os planos que passam pela origem.

Exemplo 2. Considere V=R% e S={(0, x,, x,, x, x,) : x, € R}, isto ¢, S
€ o conjunto dos vetores do R> que cuja primeira coordenada é nula.
Vamos mostrar que S é subespaco vetorial do R°. Para isso, vamos
verificar as condi¢des do teorema 1.

® Sejam x =(0, x, x, x, x,) e y=(0,vy,y, vy, v, elementos de S. ®
Entao
° x+ty= (0/ X, T Y, X5 + Yy Xy tYy X5 + ys)/ que pertence a
S, pois tem a primeira coordenada nula.
. ax = (0,ax,, ax,, ax, ax,), que também pertence a S,

pois tem a primeira coordenada nula.
Portanto, S é subespaco vetorial do R°.

Exemplo 3. Seja V conjunto M(m, n) das matrizes m x 1, e S o conjunto
das matrizes triangulares superiores. Entao S € um espaco vetorial
de V, pois a soma de matrizes triangulares superiores ainda ¢ uma
matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz
triangular superior por um escalar.

Vejamos agora alguns exemplos de conjuntos que nao sao subespagos

vetoriais.

Exemplo 4. Seja V=R? e S = {(x, 4 - 2x) : x € R}. Se tomarmos os
vetores U = (1,2)e V= (2, 0) de S, temos que U+V = (3,2) ¢S
Pelo Teorema 1, concluimos que S nao € espago vetorial de V. Na
verdade, S é uma reta que nao passa pela origem.
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Exemplo 5. Seja V. = R? com as opera¢des usuais de soma e
multiplicagao por escalar, e S = {(x, x?) : x € R}. Se escolhermos os
vetores U = (1, e V= (2,4) de S, temos que u+v= (3,5) ¢ S. Pelo

Teorema 1, concluimos que S ndo é espago vetorial de V.
Vejamos mais um exemplo interessante de espago vetorial.
Exemplo 6. Seja V=R’ eS={(x,y,z) € R:ax +by + cz=0}. Vamos

mostrar que S é espago vetorial de V. Sejam U= (x,y,z)e
V= (x,, y,, z,) elementos de S.

[ ]
<} =4

=(x, ¥,, z,) € Simplica que ax, +by, +cz, =0
=(x, Y, z,) € Simplica que ax, + by, +cz,=0

Somando estas igualdades resulta em a(x, +x,) +b(y, +y,) + c(z, + z,)
= 0. Esta expressao mostra que T+v = (x,+x,y,+Yy,z +z,) €S, pois
as suas coordenadas satisfazem a equagao ax + by +cz = 0.

Por outro lado,
a=a(x,y,z)=(ax, ay,, az,) € S, pois
a(ax,) + b(ay,) + c(az,) = a (ax, + by, +cz) =a.0=0

O que mostra que as coordenadas de au satisfazem a equagao ax +
by +cz=0. Portanto, S é um subespaco vetorial de R*. Esse subespago
representa um plano passando pela origem.

Exercicios

1. Nos itens abaixo sao apresentados subconjuntos do R?. Verificar
quais deles sao subespagos vetoriais do R?relativamente as operagdes
de adi¢ao e multiplicagao usuais.

a)S={(x,y):y=-x}
b)S={(x,x*):x e R}
A)S={(x,y):x+3y=0}
d)S={y):yeR}
e)S={(x,y):y=x+1}
£)S={(x,y):x=0}

2. Nos itens abaixo sdo apresentados subconjuntos do R®. Verificar
quais deles sao subespagos vetoriais do R?relativamente as operagoes
de adigao e multiplicagao usuais.
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a)S={(x,y,2):x=4yez=0}
b)S={(x,y,2):z=2x-y}
A)S={(xy z):x=2"}
d)S={(x,y,2):y=x+2ez=0}
e)S={(x,x,x):xeR}
f)S={(x,x,0):x e R}
g)S={(x,y,2):xy=0}
h)S={(x,y,z):x=0ey=1z1}
i)S={(x,-3x,4x):x e R}
PDS={(xy2):x>20}
kKyS={(x,y,2):x+y+z=0}
)S={(4t 2t -):teR}

3. Verificar se os subconjuntos abaixo sdao subespacos de M(2, 2):

o
a)S={[a :c=a+tb edZO}
c dj
a b
{ ta,b,c € R}
0 c
ab
C)S={ }:a,b,c € R}
b ¢
d)S= [ a a+b}:a,b e R
a-b b

_a 1
e)S= }:a,b € R}
a b

a b
f)S= { : } cad —bc # O} (conjunto das matrizes inversiveis)
c

4. Mostre que os seguintes subconjuntos sao subespagos do R*.

aAyW={(x,y,zt)eR*:x+y=0e z-t=0}
b)U={(x,y,zt)eR":2x+y—-t=0e z=0}

Combinacao linear

. . - - -
Sejam Vum espacgo vetorialev ,v , ...,V _vetoresde V. Um vetor e

7 . ~ . - - g . .
V é combinacdo linear dos vetores v, v, ..., V_se existir escalares

1/
a,a, ..., a tais que
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- - - -
v=qVv.t+taVv_+...+ta Vv
11 22 n n

- . ~ . —> —> —> . -,
Se u ¢ combinagao linear dos vetores v , v, ..., Vv , diz-se que u ¢

- - -
gerado pelos vetores v, v, ...,V .

n

1/

~ , - - -> .
Observacao: O vetor nulo é geradopor v , v, ...,V _, quaisquer que

1/

sejam estes vetores. Basta escolher a, =o,=...=a =0, eteremos
- - —> -

6=6V1+0 V2+...+6Vn .

A - = . — — —
Sejam a e b vetores dados. E sejam PA e PB representantes de a e
—

b, respectivamente. Podem ocorrer dois casos:

Primeiro Caso - envolvendo dois vetores.
— — - .
PA e PB estio situados sobre a mesma reta.

—_ —

Se PA e PB estao sobre a mesma reta, entao existe um niimero real
— -> -> — - .

x tal que a =xb oub =xa. Neste caso os vetores sdo linearmente

dependentes ou colineares.

g > . ~ . ~
Se a eb sdo LD e nao simultaneamente nulos, entdo eles geram
. 4 —> g
uma reta, isto é, todos os vetores da forma xa+ yb podem ser
representados sobre uma mesma reta. Reciprocamente, se C
¢ um ponto qualquer de r, entdo existem escalares x e y tais que
- T 5~ . . -
xa +yb =PC (narealidade existe uma infinidade de escalares x e y
i - - —
tais que xa +yb =PC)

Segundo Caso - envolvendo dois vetores
— — - - .
PA e PB nao estao situados sobre a mesma reta.
SA D . - = .
PA ePB determinam um plano 7. Neste caso a e b sdo linearmente

independentes.

— -
Sea eb sdo LI, entio todos os vetores da forma xa +yb podem ser
representados sobre o mesmo plano n. Reciprocamente, se C ¢ um
- —
ponto qualquer do plano 7, entdo xa +yb = PC. Assim:

-
Todo vetor v que possua representante no plano n pode ser
. . ~ . - >
escrito como uma combinacao linear dos vetoresa eb; e que toda
. ST -

combinacao linear dos vetores a e b pode ser representada sobre
o plano m. Por essa razao, se os vetores sao LI , diremos que eles
geram um plano.
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Primeiro Caso - envolvendo 3 Vetores
- = - . ,
Os vetores a, b e c sao LD, isto é:

- > —>
Ou a, b e c possuem representantes numa mesma reta (os vetores

sao colineares).

—_ =
Oua, b ec possuem representantes em um mesmo plano (os vetores
sdo coplanares).

Se 3, b eC sio vetores colineares, nao todos nulos, entdo eles geram
uma reta, isto é, todos os vetores da forma xa + yf; +2zC possuem
representantes numa mesma reta; rec1procamente, se r é uma reta
sobre a qual existem representantes PA PB e PC para os vetores
— >

a,bec respectlvamente, e D é um ponto qualquer de r, entdo existe
- . N g
uma infinidade de escalares x, y e z tais que PD=xa +yb +zc .

- = =5 ~ . ~
Se a, b ec sdo vetores coplanares, mas nao colineares, entao todos
- - -
os vetores da forma xa + yb + zc possuem representantes sobre
um mesmo plano. Reciprocamente, se 7 € um plano que contém os
—_—  — — —_- = . ,

representantes PA, PB e PC de a, b e c respectivamente, e D é um
ponto qualquer de TC entdo existe uma infinidade de escalares x, y
e z tais que PD=xa +yb +zC.

Por essa razao:
3 vetores coplanares, mas nao colineares, geram um plano.
3 vetores LD, ndo simultaneamente nulos, ou geram uma reta ou

um plano.

Segundo Caso - envolvendo 3 vetores

- = - ~ . , ~
Os vetores a, b e ¢ sdo LI ou ndo-coplanares (isto é, nao possuem
representantes num mesmo plano).

- = - ~ . , ’
Se a, b ec sdo LI, entdo geram o espago, isto é se € um vetor
qualquer, entao existe um (inico) terno ordenado (x,y,z) de escalares
. - - - -
taisquev = xa +yb +zc .

Exemplo 1. No espaco vetorial R? o vetor (4, 9) é combinacao linear
dos vetores (2, 1) e (-1, 3), pois

Toa¥ +al,

4,9)=3(2,1)+2(-1,3)
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Exemplo 2. No espago vetorial P, dos polindmios de grau < 2, o
polindmio 7x* + 11x— 26 é combinacdo linear dos polindmios
5x*-3x+2 e -2x*+5x —§, pois

7x*+ 11x =26 =3 (5x* = 3x +2) +4 (-2x*> + 5x — 8)

Exemplo 3. No espaco vetorial R?, escrever o vetor V= (-4, -18, 7)
como combinacgao linear dos vetores ;”1 =(1,-3,2)e 32 =(2,4,-1).

— -

~ - ~
Solucado: Queremos escrever Vv =a,v_ +a,v_, ondea, e a,sao escalares

a serem determinados. Entdo devemos ter:
(-4,-18,7)=a,(1,-3,2) +a,(2,4,-1)

ou seja, (-4,-18,7)=(1a,, -3a,, 2a,) + (2a,, 4a,, -1a,) = (a, + 2a,, -3a, + 4a,,
2a,—a,).

Pela condicao de igualdade de vetores, resulta o sistema:
a,+2a,=—+4
—3a, +4a,=-18
@ 2a,—a,=7 (O]

cuja solugao é:a, =2 e a,=-3. Portanto, V= 2;;1 - 332.

Exemplo 4. No espago vetorial R®, mostrar que o vetor vV =(4,3,-6)
nado é combinacao linear dos vetores {7'1 =(1,-3,2)e VZ =(2,4,-1).

Solucao: Devemos mostrar que nao existem escalares a, e a, tais que
- - - . , - -
V =a Vv, +a,V, Suponhamos que seja possivel escrever v =a, v, +a,

- , .
v ,. Procedendo de forma analoga ao exemplo anterior, temos:

4,3,-6)=a, (1,-3,2) +a, (2, 4,-1)

a,+2a,=4
0 que resulta no sistema: { —3a, +4a, =3
2a,—a,=—6

Este sistema, porém, ndo admite solugdo, pois o posto da matriz
dos coeficientes é 2 e o da matriz ampliada é 3 (verifique isso!).

4 ~ 4 . ~ . g g
Concluimos que v nao ¢ combinagao linear dos vetores v e v ..

Exemplo 5. Determinar o valor de k para que o vetor V=(1k -7
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seja combinagao linear dos vetores {”1 =(1,-3,2)e Vz =(2,4,-1).

~ - - -
Solugdo: Devemos ter v =a,v_ +aV

,, Ou seja,
-1k -7)=a,(1,-3,2)+a,(2,4,-1)
a,+2a,=-1
resultando no sistema: {—3a, +4a, =k
2a,—a,=—7

Devemos agora calcular um valor para k para que este sistema seja
compativel. Procedendo de forma analoga ao exemplo 3, chegamos
a k =13. (Para este valor de k, a solugao do sistema éa, =-3 e a,=
1.)

Exemplo 6. Mostrar que o vetor V= (3, 4) pode ser escrito de infinitas
maneiras como combinacgao linear dos vetores ;;1 =(1, 0), ?;2 =(0,1)
ev,=(2,-1).

Solucao: Queremos escrever (3,4)=a(1,0)+b (0,1)+c(2,-1), donde
resulta o sistema .

b—c=4
a=3-2c

Podemos reescrever este sistema na forma {
b=4+c¢

Portanto, para cada valor de c obtemos um valor para a e outro para b
. . - . ~ .
que determina uma maneira de escrever v .como combinagao linear

-

- - . . . . .
dos vetores v, v, e v,. Como podemos atribuir infinitos valores

para ¢, temos infinitas formas de escrever v como combinacgao linear
—_ - -
dos vetores v, v, eV .

Exercicios
1. Considere os vetores U = (2, -3,2) e V = (-1, 2, 4) de R°.

- . ~ . -> -
a) Escrever o vetor w = (7, -11, 2) como combinacao linear deu e v.

b) Para qual valor de k o vetor (-8, 14, k) é combinagao linear de Ue
v?

2. Considere os vetores p,= t*-2t+1, p = t+2 e p,=2t>~t no espago
P={at*+bt+c:a,b,ce R
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a) Escrever o vetor p = 5t* — 5t + 7 como combinagcao linear de p,, p,
ep,
b) Escrever o vetor p = 5t* — 5t + 7 como combinagao linear de p, e

8

c) E possivel escrever p, como combinagao linear de p, e p,?

. 1 8
3. No espago vetorial M(2, 2), escrever o vetor { }como
combinacgao linear dos vetores

- 105’_125’ 0 -1
= , V_ = ev,_=
D [ N R | 2

4. Escrever o vetor 0 € R? como combinacao linear dos vetores
V.=(1,3)eV,=(2,6).

5. Expressar cada um dos vetores q= (-8, 4, 1), V= 0,2,3)e W= (2
0, 0) como combinacao linear dos vetores Vl =(-1,2,1), 32 =(1,0,2)
ev,=(-2-1,0).

6. Expressar o vetor q = (-1, 4, -4, 6) como combinacao linear dos
vetores V., =(3,-3,1,0), v,=(0,1,-1,2) e V,=(1,-1, 0, 0).

7.5ejaS={(x,y,z t) e R*: x+2y —z=0} um subespago do R*.
Pergunta-se:

a)(-1,2,3,0)€S?

b)(3,1,4,0)eS?

0((-1,1,11)eS?

) a—b 2a
8. Seja S = ‘b :a,b € Ry um subespaco de M(2, 2).
Pergunta-se: a

a) [5 6:|€S?
1 2

b) Qual o valor de k para que o vetor [_24 lj pertenga a S?

Subespacos gerados

— -

Seja V um espacgo vetorial, e A={v v, .., Vn} um conjunto nao
vazio de vetores de V. Seja S o conjunto de todos os vetores de V que
sao combinagdes lineares de vetores em A. Entao S é um subespaco

vetorial de V.

- - - - - - -
De fato,seu =a, v +a,v +..+a Vv e V=b VvV +b VvV +..+b V sao
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dois vetores quaisquer de S, entdo:

U +V = (a,+ bl)v1 +(a,+ bz);;z +..+(a + bn);;n pertencea S, e

ol = (ouzl)z;1 + (oaaz)z;2 ..+ (aan)?;n também pertence a S.

- - - ’ /

Como u + Vv e au pertencem a S, concluimos que S é subespago
vetorial de V, que recebe o nome de subespago gerado pelos vetores
- - P . , - - -
vV,V, ..,V oupelo C()_I’l]u_I:tO A, ie denotado porS=[v ,V,, ..,V ]
ouS=[A]. Os vetores v , v, ..., V_ sao chamados de geradores do

subespaco S, enquanto A € o conjunto gerador de S.

Exemplo 1. Os vetores 1= (1,0)e _]’ = (0, 1) geram o espago vetorial
. 7 . ~ s > =
R?, pois qualquer vetor (x, y) € R? é combinacao linear de 1 e .

(@ y)=x(L0)+y (0, 1)=xT +y7

Portanto, [T,T] =R>2
De forma andloga, os vetores 31 =(1,0,0), 32 =(0,1,0)e 33 =(0,0,1)

geram o espaco vetorial R°.

Exemplo 2. Os vetores T = (1,0,0) e T = (0, 1, 0) do R® geram o
® subespaco vetorial S = {(x, y, 0) € R*: x, y € R} pois qualquer vetor ®
(x, y, 0) € R? é combinacao linear de Te T

(x,y,0)=x(1,0,0)+y (0,1, 0)=x_1’+y_]’
Portanto, [1,7]1=S.0 subespaco S corresponde geometricamente

7

ao plano xy.

Antes de continuarmos com mais exemplos, é importante atentarmos

para o seguinte fato:

- — - .
Teorema 1. Dados os vetoresv , v, ..., V_ de um espago vetorial Ve
- -

nd 7 . ~ . g
um vetor w € V que é combinagao lineardev , v, .., v _

- —_ —_ - -
W=aVv +ayv,+..+aV n), entao

- = - = - = -
[V, V, .,V WI=[V,V .., V]

. - = - -
ou seja, o espago gerado pelos vetores v_, v vV _, W ¢ 0 mesmo

17 2 s n’
n

- - -
espago gerado pelos vetoresv , v , ...,V .

— =)

. . . -
Prova: Para provar este fato, observe inicialmente quese ve [v , v

- o - - - - - .
» -, V_]entdo claramente v e [V ,V , .., V_,W]. Reciprocamente,

- e s - .
suponhaquev €[V, Vv, ..,V , W]. Entdo existem escalares b,b,
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..., b, btais que
- - - - -
V=bv +bVv +..+bVv _+bw
11 272 n n
- - - -
mas lembre-se de que ww=a,v, +ayVv, +..+aV .Logo,
n n

—> - —> - - - —>
V=bv +byVv +..+bV +b@Vv +av,+..+aVv )
ou
- - - -
v=0b+ab)yv, +@b,+ab)v, +..+ (b +ab)yv,_

4 . ~ . g - g .
e, portanto, e combinacao linear de v vV e,V 0useja,

- - - -
velv,v,.., Vv

Assim, se S é um subespago gerado por um conjunto A e
acrescentarmos vetores de S a esse conjunto A, os novos conjunto
continuarao gerando o mesmo subespaco S. Isto significa que um
determinado subespago S pode ser gerado por uma infinidade de
vetores, porém existe um nimero minimo de vetores para gera-lo.

Exemplo 4. Determinar o subespago do R? gerado pelo vetor
vV=(1,23).

Solugao: O subespaco do R’ gerado pelo vetor V=(,23¢éo0
conjunto de todos os vetores do R* que sdo combinagdes lineares
de V, ou seja, todos os vetores (x, y, z) que podem ser escritos na
forma

(x,v,2)=t(1,2,3)=(0,0,0)+ (1,2, 3), onde t € R.

Esta é exatamente a equagdo paramétrica da reta que passa pela

origem (0, 0, 0) e tem a direcao do vetor (1, 2, 3). Portanto, o subespaco

gerado pelo vetor é a reta que passa pela origem e tem a direcao do
-

vetor v.

Exemplo 5. Determinar o subespaco do R gerado pelo conjunto A
={V,V,),ondeV, =(1,-2,-1)eV,=(21,1).

~ - - 7 3
Solucao: O subespago do R’ gerado pelos vetores v, e v, € o conjunto
3 ~ . ~ . -> ->
de todos os vetores do R* que sao combinagoes lineares de v, e v,
ou seja, todos os vetores (x, y, z) que podem ser escritos na forma

(x,y2=h1,-2,-1)+t(2,1,1)=(0,0,00+h(1,-2,-1)+t (2,1, 1),
ondeh, t e R.
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Esta é exatamente a equac¢ao paramétrica do plano que passa pela
origem (0, 0, 0) e tem ;;1 e ;;2 como vetores diretores. Portanto, o
subespago gerado pelos vetores ;;1 e VZ € o plano quepassa pela
origem e tem {;1 e ;;2 como vetores diretores.

Exemplo 6. Mostre que o conjunto A ={(3, 1), (5, 2)} gera o R*

Solucdo: Vamos mostrar que todo vetor (x, y) € R* é combinagao
linear dos vetores de A, isto €, que sempre existem escalares a, e a,

tais que

(x,y)=a,31)+a,(52)

3a,+5a,=x

Desta equagao resulta o sistema { , que resolvido em

a,t2a,=y

termos de x e y, fornece: a, =2x -5y e a,=3y—-x. Logo, para todo

vetor (x, y) € R? temos:

® () =2x-5y) (3, 1)+ By —x) (5 2) ®

e portanto, [A] = R2

Exercicios

1. Determinar os subespagos do R*® gerados pelos seguintes
conjuntos:

a)A={(2,-1,3)}

b)A={(-1,3,2),(2,-2,1)}

c)A={(1,0,1),(0,1,1),(-1,1,0) }
d)A={(-1,1,0),(0,1,-2),(-2,3,1) }
e)A={(1,2-1),(-1,1,0),(3,0,1),(-2,-1,1) }
f)A={(1,2,-1),(-1,1,0),(0,0,2),(-2,1,0)}

2.Sja A=1{v, V) onde V,=(1,3 -1) e V,=(1, -2 4).
Determinar:

a) O subespaco gerado por A.

b) O valor de k para que o vetor (5, k, 11) € [A].

Qual o valor de k para que o vetor (3,-1,k) [;;1, 32, ;;3], onde

3.
V,=(1,1,1),V,=(1,2,0),ev,=(1,3,-1)?
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4. Mostre que os vetores ;;1 =2, 1De ?;2 =(1,1) geram o R~

5. Mostre que os vetores ;;1 =(1,1,1), ;1’2 =(0,1,1)e ;;3 =(0,0,1)
geram o R°.

6. Mostre que os polindomios 1-#, (1-t)>, 1-t e 1 geram o espago
P, dos polindmios de grau < 3.

Dependéncia e independéncia linear

Em algebralinear, ¢ fundamental sabermos se um vetor é combinagao
linear de outros, pois isto serd ttil para obter conjuntos geradores
com o menor numero possivel de vetores. Para entendermos
melhor o conceito de combinagao linear, precisamos ter a nogao de
dependéncia e independéncia linear.

. . — — — .
Seja V um espago vetorial, e v, v, ..., V_ vetores de V. Dizemos
. - - - 7 . .

que o conjunto A={v , v, ..., vV _} é linearmente independente (LI),

- = - . ,
ou que os vetores v vV e,V S20 LI, se nenhum destes vetores é
combinagao linear dos outros vetores de A. No caso em que algum

@ vetor . € combinagao linear dos outros vetores de A, dizemos que o @

conjunto A ¢é linearmente dependente (LD).

Exemplo 1. Os vetores (2, -1, 3), (-1, 0, -2) e (2, -3, 1) formam um
conjunto linearmente dependente, pois

2,-3,1)=3(2,-1,3) +4 (-1, 0, -2)

Exemplg 2. Os vetores ;;1 =(1,-2,3) e Vz = (2, -4, 6) sao LD, pois
v, =1/2v . Observe que para o caso particular de dois vetores temos
que “dois vetores sao LD se, e somente se, um deles é multiplo
escalar do outro.

- - - -
Exemplo 3. Os vetores e, =(1,0,0),e,=(0,1,0)ee,=(0,0, 1) sao
- ~ 4 . ~ . - - .
LI Observe que €, nao € combinacao linear de €, e e ,, pois como
. . - - 7 . ~ .

a primeira componente de € , e €, € 0, qualquer combinagao linear

destes dois vetores também tera a primeira componente igual a 0,
. . g 4 . .

mas a primeira componente de e, € 1. Similar argumento mostra
g g ’ . ~ . .

que nem €, nem €, ¢ combinagao linear dos outros dois vetores.
e -

Portanto, e , e, ee sao LL

Exemplo 4. De forma andloga, os vetores {;1 =(1,0,0,...,0), VZ =(0,
1,0,..,0),.., v.=(0,0,0, .., 0) sio LI no espago R".
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Exemplo 5. Os vetores ;;1 =(2,2,3,4), 72 =(0,5-3,1)e
V,=(0,0,4,-2) sdo LD ou LI?

Antes de resolver este exemplo, observamos que para verificar se
um dado conjunto A é LI ou LD, devemos, a principio, verificar se
cada um dos vetores de A é combinacao linear dos outros. Mas isto
¢ uma tarefa ardua, principalmente se o conjunto A possuir muitos
vetores. O teorema a seguir fornece uma forma mais direta para
resolver este problema.

. - - - ,
Teorema 1. Um conjunto {v A Vn} é LI se, e somente se, a

equacao
- - -
ayv, +ayv,+..+av =0

implica que a, =a,=... =a_=0. (Em outras palavras, a equacao

acima possui uma tnica solugao que é a, =a,=... =a_=0)

Observacao: Note que o “0” na equagao acima representa o vetor
nulo enao o escalar 0. Esta observacao ficard mais clara nos exemplos
apos a prova do teorema.

- - - ,

Prova: Assuma que {v,, v, ..., v } é LI e vamos mostrar que a
1 2 n
equacao
= - —

av, +av,+.+av =0
implica que a, =a,= ... =a_= 0. Suponha, por contradigao, que
a equagao acima se verifica para algum g, # 0. Vamos supor, por
exemplo, que a, # 0 (o raciocinio € analogo para qualquer outro
a,# 0). Podemos entao escrever a equagao acima na forma

- —_ —_
AV =-0,V, - -a vy
ou ainda
a a
— _ 2 — n -
V,=——v,—L—-——"v,
a a

e, portanto, , ¢ combinagao linear dos outros vetores, o que contradiz
o - - - - -
a nossa suposicao de que {v v Vo s Vn} ¢ LI Logo, a equagao a,v
-’ g . 7 . ~ ’
,tav,+..+av =0 possui uma tnica solugao que é a, =a,=... =
a =0.
n

Reciprocamente, assuma que a equagao
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(*) al;;l + HZ;;Z + + anvn = 0
implica que a,=a,=...=a_=0, e vamos mostrar que {Vl, Vz, ey

Vn} ¢ LI Suponha, por contradi¢do, que o conjunto {{7'1, Vz, ., v

.} € LD. Entao um dos vetores ;;i é combinacgao linear dos outros
vetores em {Vl, ;;2, vy Vn}. Apenas para simplificar a notagao, vamos
supor, por exemplo, que {7'1 ¢ combinacao linear dos outros vetores
(o raciocinio é andlogo caso algum outro vetor ;/: seja combinagao

. - - -
linear dos outros vetoresem {v , v ...,V }).
1 2 n

~ . . — — —
Entao, existem escalares b, ..., b taisque v =bv, +..+b Vv . Esta
equagao pode ser escrita na forma

1)V, +bV,+..+bV =0

mas isto contradiz o fato de que a equagao (*) apenas se verifica se
todos os coeficientes dos ;;i forem nulos. Esta contradi¢ao veio do
fato de supormos que o conjunto {Vl, 72, vy Vn} ¢ LD. Portanto, {

R

- 7
V,V, ..,V }éLlLIsto prova o teorema.

Solucao do exemplo 5. Aplicando o teorema acima, consideremos
a equacao:

1(2,2,3,4)+b (0,5 -3,1)+c(0,0,4,-2)= (0,0, 0, 0)

que resulta no sistema

2a=0
2a+5b=0
3a—3b+4c=0
4a+b—2c=0

Este sistema admite uma tinica solugdo: a=0, b=0 e ¢ =0. Portanto,
- = -
os vetores v, v eV sao LL

Exemplo 7. No espago vetorial M(2, 2) das matrizes 2 x 2, o
conjunto

Az | 2 ’ 2 -3 ’ 3 —4
-3 1 3 0 3 1
é LD ou LI?

Solugao: Examinemos a equagao
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ol 2les2 3 +{3 —4}:[0 0}

-3 1 300 3 1] o o
que pode ser reescrita como

{—a+2b+3c 2a—3b—4c}o 0
—3a+3b+3c atc 0 0

que resulta no sistema

—a+2b+3c=0
2a—3b—4c=0
—3a+3b+3c=0
atc=0

cuja solugdo é a=-c e b=-2c. Como existem valores nao nulos de g,
b ou ¢ que satisfazem a equacgao (*), o conjunto é LD.

Para determinar mais concretamente um vetor do conjunto A
como combinagao linear dos outros, vamos inicialmente denotar os
vetores de A por ;;1/ ;7’2 e ;;3, respectivamente. Agora, atribuindo
um valor ndo nulo para c, por exemplo, c=1, obtemosa=-1eb=-2.
Logo, a equacao (¥) fica

- — - . - - -
-V, -2v,+v_ =0, ouseja, V,=V +2V

Exemplo 8. O conjunto {1 +2x —x?, 2-x+3x% 3-4x+7x* ¢éLD ou
LI?

Solugao: Examinemos a equagao:
a(l+2x—x?)+b(2 —x +3x?) + (3 — 4x + 7x*) =0 + Ox + 0x?

Pelo principio da identidade de polindmios, temos o sistema:

a+2b+3c=0
2a—b—4c =0
—a+3b+7c=0

Como este sistema admite solu¢ao nao nula (verifique!), o conjunto
¢ LD.

- = . = = = =
Exemplo 9. Mostre que se u e v sao vetores Ll entdiou +v eu —v
também sao.
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Solugao: Examinemos a equagao:
a(ﬁ+ V) + b(l_f —V) =0

da qual resulta
(@+bd +(@-byv =0

- =
Como u e Vv s3o LI, devemos ter

at+tb=0
a—b=0
Este sistema admite somente a solu¢do a =b = 0. Logo U+v e

- -
u —v sao Ll

Exemplo 10. Determinar o valor de k para que o conjunto
A={1,0,-1),(1,1,0), (k 1, -1)} seja LL

Solugao: O conjunto A serd LI se, e somente se, a equagao
a(1,0,-1)+b(1,1,0)+c(k, 1,-1)=(0, 0, 0)

admitir apenas a solugao a =b = c = 0. Dessa equagao, resulta o

sistema:
atb+kc=0
b+c=0
—a—c=0

aplicando o método de Gauss-Jordan, obtemos o seguinte sistema
equivalente.

(k—2)c = 0

Para que esse sistema admita apenas a solucao trivial, deve-se ter
k #2. Logo, o conjunto A sera LI se k # 2.

Propriedades da dependéncia linear

Seja V um espago vetorial. Entao as seguintes propriedades se ve-
rificam:
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(I)SeA={vicV e v#0 entao Aé LL
De fato: Como Vv # 0, aigualdade av =0 so se verifica se a = 0.

(IT) Se um conjunto A = {;;1, Vz, e ;;n} < V contém o vetor nulo,
entdo A é LD. De fato: A equagao Ovl + OVZ +..+ta0+..+ Ovn =0
se verifica para todo a # 0.

Portanto, A é LD.

(IIT) Se A é um conjunto LD entao qualquer conjunto que contém A
também é LD.

(IV) Se A é um conjunto LI entao qualquer subconjunto de A
também é LL

., V}cVéLleB=AU{W}cVéLDentio é
V., .,V

1 of s n

(V)SeA={V, V..,
combinagao linear de v

® Exercicios ®

1. Verificar se os seguintes subconjuntos do R* sdo LI ou LD:
a){(1,3)}

b) {(1,3),(26)}

9l2-1,675}

d){(1,0),(-1,1),3,5)}

2. Verificar se os seguintes subconjuntos do R* sao LI ou LD:
af(2-1,3)}

b){(1,-1,1),(-1,1,1)}

0){(2,-1,0),(1,3,0),(350)}
d){(2,1,3),(0,0,0),(1,5,2)}
e){(@1,2-1),24-2),(1,30)}
£){(@1,-1,-2),(21,1),(-1,0,3)}
g)1(1,2-1),(1,0,0),(0,1,2),(3,-1,2)}

3. Quais dos seguintes conjuntos de vetores do P, sao LD?
a)2+x—x% -4—x+4x% x+2x7

b)1-x+2x? x—x? x?

¢)1+3x+x% 2—x—x% 1+2x—-3x2 -2+x+3x2
d)x*—x+1, x*+2x
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Base de um espaco vetorial

Agora, estamos interessados em encontrar, dentro de um espago
vetorial V, um conjunto finito de vetores de cardinalidade minima tal
que qualquer outro vetor de V seja combinagao linear deles. Ou seja,
queremos determinar um conjunto gerador de V de cardinalidade
minima. Estes vetores certamente sao LI, e serdo o alicerce de V. Um
conjunto de vetores desse tipo é chamado de base de V.
Um conjunto A = {Vl, VZ, vy Vn} c Vé uma base do espaco vetorial
Vse:

. AéLl

o AgeraV

Exemplo 1. O conjunto A = {(1, 0), (0, 1)} é base do R?, denominada
base canodnica.

De fato:
* A¢é LI poisa(l,0)+b(0, 1) = (0, 0) implica a=b=0;
* A gera R?, pois todo vetor (x, y) € R? temos
(x, y) =x(1, 0) + (0, 1).

Exemplo 2. Consideremos os vetores gl =(1,0,0,..,0), gz =(0,1,
0,..,0),.., gn =(0,0,0, ..., 0). Vimos no exemplo 2 - depéndencia

- = - ,
e,e,..,e }éLlno

e independéncia linear - que o conjunto A ={e , e,

espaco R".
Além disso, A gera R", pois todo vetor = (x,, x,, ... , x,) pode ser
escrito como combinacao linear dos vetores de A, isto é:

Portanto, A ¢ uma base do R*, conhecida como base canénica do R».
1 0] [0 1 00 00
Exemplo 3. O conjunto A= o ol’lo ol 11 ol"lo 1 é
base do M(2, 2).
De fato: 10l fo1]l ool [oo] oo
e A é LI pois a +b +c +d =
00 00 10 0 1 00

equivale a

ab 00 - ) o
= ,0que1mplicaque a=0=c=a=\U.
¢ dl lo o] HodierPicad
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* A gera o espago M(2, 2), pois qualquer vetor {a b} e M(2, 2)
pode ser escrito como, c d

s el akelo o<l lelo

ou seja, como combinacao linear dos vetores de A.

Exemplo 4. O conjunto A = {1, x, % ..., x"} é base do espago vetorial
P.
De fato:

* AéLl pois al+ax+ax*+..+ax"=0implicaa =a =a,=..=
a =0.

* A gera P, pois qualquer polinémio p € P_pode ser escrito como
p=a,+ax+ax’>+..+ax" Logo, A é base de P, conhecida como
base canonica de P _.

Exemplo 5. A ={(1, 2), (2, 4)} ndo é base de R? pois (2, 4) =2(1, 2), ou
@ seja, Anao é LI @

Exemplo 6. A ={(1, 0), (0, 1), (3, 4)} ndo é base de R? pois A também
nao ¢ LI

Exemplo 7. A ={(1, 0, 0), (0, 1, 0)} ndo é base de R?, pois A nao gera
R°. Por exemplo, o elemento (0, 0, 1) ndo pode ser gerado pelos
elementos de A.

Vamos agora estudar algumas propriedades dos espagos vetoriais:

e e - , .

Teoremal.Se A={v ,Vv ..,V }éum conjunto de vetores que gera
1 2 n

um espaco vetorial V entdao A contém uma base de V.

Prova: Se A é LI entao A é uma base de V. Suponha entdo que A é
LD. Logo, existe um elemento de A, digamos Vn, que é combinagao
linear dos outros. Entao, Pelo Teorema 1 - em subespacgos gerados
-, temos que

e — -

- -
[V, V, .,V ]=[V,V,..,Vv_]=V

—>

. . - -> 7
ou seja, o espago vetorial V gerado pelos vetores v, v, ..., V_¢é

n

, - - - .
também gerado pelos vetores v, v, ..., v .. Logo, aplicando o
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Teorema 1 - em subespagos gerados - uma quantidade finita de
vezes, encontraremos um subconjunto de A que gera V e que é LI,
isto é, uma base de V.

Teorema 2. Se A = {;;1, ?;2, ., ;;n} € um conjunto de vetores que
gera um espago vetorial V entao qualquer conjunto com mais de n
vetores de Vé LD. (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no maximo
n vetores.)

Prova: Por hipotese, A gera V. Pelo Teorema anterior, A contém
uma base de V. Para simplificar a notagdo, vamos supor que

-

- —> ,
B={v,v ,..,v}cAéumabasedeV.
1 2 r

Consideremos agora um conjunto Wl, WZ, ., Wm de m vetores de
V, com m >r, e vamos mostrar que estes vetores sao LD. Como B é
base de V, cada vetor . pode ser escrito como combinagao linear dos
elementos de B, ou seja, existem constantes ay tais que

w, =a, v, ta,v,+L +a, v,
w, =ayVv, ta,v,+L +a,v,
® M ®

Wm = a'leI + am2V2 +L + a'err

- = - -
Para mostrar que os vetores w,, w,, ..., W_ sao LD, vamos usar o
Teorema 2 - dependéncia e independéncia linear. Consideremos

- . ~ . — — —
entdo uma combinagao linear de w , w,, ..., w_ dando zero.

. . nd .
Substituindo cada w, pelo seu valor acima, temos:

x(a v, +apv, +...+a, v, )+ x,(a,V, +a,v, +..+a, V.)+..+

mrvr

+x,(a,v,+a,,v,+..+a,v )=0

Esta equacao pode ser reescrita como:

(a,x, +ayx, +..+a,,x, )V, + (a,x, +a,x, +..+a,,x, )V, +..+

+(a,x, +a,x,+..+a,x, v =0

- = -
ComovV ,V,, ..,V sao Ll segue que:
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a x, ta,x,+L +a_x =0
a,Xx, ta,x,+L +a_,x_ =0
M

a, x ta,x,+tL +a x =0

Temos entdao um sistema de equagdes lineares homogéneo com r
equagdes e m incognitas x, x,, ..., x_. Um sistema linear homogéneo
sempre admite solugdo, e como r < n < m, este sistema admite, na
verdade, infinitas solug¢Oes. Portanto, ele admite uma solucao nao
nula, ou seja, existe uma solugao com algum x, nao nulo. Portanto,

- - -> ~ 7
W, W, .., W_sao LD, como queriamos demonstrar.

O Teorema 2 tem como conseqiiéncia o resultado a seguir, que é um
dos mais importantes no estudo de espagos vetoriais.

Corolario 1. Qualquer base de um espago vetorial possui o mesmo
numero de elementos. Este nimero é chamado de dimensdo do
espaco vetorial V, e denotado por dim V.

. - — - - = -
Prova: Sejam {v , v, ..,V Je{w,w, .., w_}duasbasesde V. Como

s

- - - - -
V,V, ..,V geram Vew,6 w, . , w_sao Ll temos pelo Teorema

anterior que m < n. Analogamente, n < m. Logo, n =m.

Exemplo 8. A base candnica do R® tem trés vetores. Logo, qualquer
base do R’ terd também trés vetores. Similarmente, qualquer base
do R” terd n vetores. Logo, dim R* = 3.

Exemplo 9. A base canonica do M(2, 2) tem quatro vetores. Logo,
qualquer base do M(2, 2) terd também quatro vetores. Similarmente,
qualquer base do M(m, n) tera m.n vetores. Logo, dim M(m, n) =

m.n.

Exemplo 10. A = {1, x, x%, ..., x"} € base do espago vetorial P_. Logo,
dimP =n+1.

Vamos continuar estudando mais algumas propriedades de espagos
vetoriais, o que nos permitirda um melhor entendimento deste que
€ 0 mais importante tema no estudo da algebra linear. O préximo
resultado sera utilizado para mostrar que podemos construir uma
base para um espago vetorial de forma iterativa acrescentando um
vetor a cada passo.

- - - . -
Lemal.Sev , Vv, ..,V sao vetores LI de um espago vetorial Ve w
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- - , . ~ . - - - - -
w € Vnao é combinagao linear de v, v, ..., V_entao os vetores v

— - , ~
vV e, vV, também sao LL

—_ -

. ~ -> -> ~
Prova: Suponha, por contradi¢ao, que v, Vv, .., Vv, w sao LD.
~ Ve . ~ . . . 7 -
Entao um deles ¢ combinacao linear dos demais. Por hipotese, w
~ 7 . ~ . - - - - .
nao ¢ combinagao linearde v, v, ..., v . Logo, algum v, digamos
-> 7 . ~ . - - -> . .
v, é combinacao linear de v, ..., v , w, ou seja, existem constantes
a, ..., a,atais que:

- - - -
V1—112V2+...+arVr+aW

. 14 . Ing . . ~ .
Observe que a # 0, pois caso contrario, v, seria combinacao linear
- -

- - ~ ./ —> ~
dev, .., Vv, o quenao pode acontecer jaque v,V ..,V sao LI
. 7 . nd . .
por hipdtese. Portanto, isolando w na igualdade acima, podemos
reescrevé-la da seguinte forma:

—- a, » a. —»
Vl—_V + ...+ —V
a

—
W =
a 2

T

Q |~

. ~ Ind . ~ .
Conseguimos entao escrever W como combinagao linear de
e

- . 7 .~ . . /4
v Vy o, V. Mas isto ¢ uma contradigao, pois por hipotese,

~ 7 . ~ . g - -
W nao ¢ combinac¢ao linear de v v Vo e, Vo Portanto, os vetores

+ <

- - -> , ~ ,

vV,V, .., Vv, também sao LI, como queriamos demonstrar.

Uma conseqiiéncia imediata deste resultado é a seguinte:

Teorema 3. Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial

V de dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma
base de V.

. - - -

Prova: Vamos supor que dim V=mn,eque Vv,V ..,V _sao vetores
- - - - - 1—>2 r

LLSe{v,v, ..,V }geraVentao{v ,6 v, ..,V } éumabasede Ve

o teorema esta provado.

-

~ —>
Vamos supor entao que {v, v, ...,

<4

.} ndo gera V. Logo, existe

— ~ , . ~ . — — —

w € V que nao ¢ combinagao linear de v , v, ..., v . Pelo Lema 1,
- - - = - — - - —

vVy,V,WeéLLSe{v, v, .., v, w}geraVentao{v ,v, ..,

v, w} é uma base de V, caso contrario, prosseguimos aplicando o

N
¥ <4

Lema 1 para obtermos um conjunto de vetores LI maior do que o
atual. Como nao podemos ter mais do que n vetores LI em V, apos
um numero finito de passos obteremos uma base para V contendo

R

g Ve
vV,V, ..,V como queriamos demonstrar.

Teorema 4. Se dim V = n entao qualquer conjunto de n vetores LI
forma uma base de V.
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Prova: Se nao formasse uma base, poderiamos completar o conjunto
até forma-la e, assim, terlamos uma base de V com mais do que n
vetores, o que ¢ um absurdo.

Por exemplo, se soubermos que dim V = 2 e encontrarmos dois
vetores LI de V, podemos afirmar que estes dois vetores formam
uma base de V.

- — - .
Teorema 5. Dada umabase A={v , v, .., v } de um espaco vetorial
V, cada vetor de V é escrito de forma tinica como combinacao linear
dos vetores de A.

Prova: Seja V um vetor de V. Como A é base de V, podemos

escrever:

-

Suponhamos agora que vV possa ser escrito como outra combinagao
linear dos vetores de A:

Subtraindo, membro a membro as igualdades acima, temos:
0=(a,-b)V, +(@,-b)V,+..+(@ -b)V

- ~
-, V_sa0 vetores LI,

a —-b, =0, a,—-b =0, a-b =0

O que implica que a,=b, a,=b,, .., a_=b_. Isto significa que os
coeficientes a,, a,, ..., a_sao univocamente determinados pelo vetor

v e pela dada base A = {Vl, VZ, vy v 1

T

Exercicios

1. Verificar quais dos seguintes conjuntos formam uma base do R*
a){(1,2),(-1,3)}

b) {(3,-6), (-4, 8) }

A 1(0,0),(23)}

d) {3 -1), (23}

2. Para que valores de k o conjunto { (1, k), (k, 4) } é base do R*?
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3. Dados os vetores v, = (1,0,-1), V,=(1,2,1) e V,= (0, -1, 0) do R*.
a) Mostrar que A = {Vl, ;;2, 33 } é base do R®.

b) Escrever ;;1 =(1,0,0),v,=(0,1,0)e ?3 =(0,0, 1) como combinacao
linear dos vetores da base A.

4. Determinar uma base e a dimensao de cada um dos seguintes
espagos vetoriais:

a){(xy 2z)eR:y=3x}
b)y{(xy,2)eR:y=5xez=0}
O)f(xy eR:x+y=0}
d){(x,y2)eR:x=3yez=-y}
e){(xyz)eR:2x—y+3z=0}
){(x,y,2)eR:2=0}

5. Determinar uma base e a dimensao de cada um dos seguintes
subespacos vetoriais do M(2, 2):

a) {[a b}:b=a+c edzc}
c d
® b) {a b}:b=a+c} ®
c d

(MR

a b
d) {[ } a+d=b+c}

c d
6. Considere o subespago do R* gerado pelos vetores ;;1 =(1,1,0),
v,=(0,-1,1)ev,=(1,1,1).[V,V,V,] =R* Por qué?

Considere o subespago do R* gerado pelos vetores 71 =(1,-1,0,0),

7.
v,=(0,0,1,1),v,=(-2,2,1,1)eV,=(1,0,0,0).

a)Ovetor (2,-3,2,2) € [V, V, V., V,]?

o g - = . ~
b) Exiba uma base para [v , Vv, V,, V ]|. Qual a dimensao?

J
- = = — 4 N 3
ov,v,Vv,Vv,]=R?Porqué?



Capitulo V

Definicao de transformagao linear

Neste capitulo estudaremos um tipo especial de funcdo (ou
aplicagao), denominadas transformacdes lineares, onde o dominio e
o contradominio sao espagos vetoriais. Essas fun¢des ocorrem com
freqiiéncia em Algebra Linear e em outros campos da matematica,
além de serem importantes numa vasta gama de aplicagoes.

Sejam V e W espagos vetoriais. Uma transformagdo linear é uma
funcao T: V> W que satisfaz as seguintes condigoes:

i) T(4+V)=T@W)+TV)

ii) T(au)=a T(U)
vi, VeV, VaeR

Em palavras, uma transformacao linear é um tipo particular de
funcao entre dois espacos vetoriais que preserva as operagoes de
adicao vetorial e multiplicagdo por escalar. Uma transformagao
linear também pode ser chamada de aplicagdo linear ou mapeamento
linear. No caso em que o dominio e contradominio coincidem, é
usada a expressao operador linear.

Exemplo 1. A aplicagdo T : R l—) R tal que T(x) = 3x ¢ uma
transformacao linear. Pois sejam UeV quaisquer vetores de R (os

vetores, neste caso, sao numeros reais), e a € R.

. T +V)=3(U +V) =30 +3V =TW) + T(V)
. T(al) = 3(adl) = a3 = aT(W)

O leitor pode observar que, de forma andloga a este exemplo,
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podemos mostrar que T(x) = kx é uma transformacao linear, para
qualquer constante real k.

Exemplo2. AaphcagaoT Vi=>Vtalque T(V) V éuma transformacao
linear. Pois se]am U eV vetores qua1squer deV,eaeR.

o T(u +v)—u +V—T(u)+T(v)

. T(ad) = ald = aT(Q)

Esta transformacao linear recebe o nome de transformacao
identidade. Note que esta é exatamente a transformacao linear do
exemplo anterior para o caso em que k= 1.

Exemplo 3. A aplicacao T : R* > R tal que T(x, y) = Bx, -2y, x -
y) € uma transformacgao linear. Pois sejam u = (x,y)e V= (x, Y,)
vetoresde R?, e a € R.

e TU+V)  =T(x,+x,y,+Y,)
= (B(x, +x,), -2(y, +y,), (¥, +x,) - (¥, +Y,))
= (3x1 + 3x2’ '2y1 '2y2' X3 + X, =Yy~ y2)
= (3{1, -21/1,_{1 —y)+(Bxy -2y, x, - 1)
=T@) +T(V)

o T(aﬁ) =T(ax, ay,)
= (Bax, 2ay,, ax, —ay,)
= O‘(3ﬁ' _Zyl’ X = yl)
=aT(u)

Exemplo 4. Seja A uma matriz m x n. Seja T: R" > R™ a fungao
definida por T(V) = AV. Aqui A € o produto da matriz A pelo
vetor coluna ;;n ;- Entao T é linear.

De fato: Sejam U eV vetores do Rea e R

eTU+V) =A@U+V)
= A + A (propriedade do produto de matrizes)
=TO+T0

T(aV) = A(aV)
= a(A;;)(propriedade do produto de matrizes)
= aT(V)

Assim: Toda matriz A = define uma transformagao linear
T: R"+> R™, onde a imagem TA(V) ¢ o produto da matriz A pelo

—
vetor colunav .
nx1
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Como caso particular, suponhamosque A= |0 0 |.A transformacao
fica entao: 11
20 2x
X X
. ol
ol P x+y

Ou seja, T(x, y) =(2x, 0, x + y).

Exemplo 5. Veremos agora um exemplo de uma transformacgao que
nao é linear. A aplicacao T: R > R tal que T(x) = (3x + 1) ndo é
transformacao linear. Pois sejam U eV vetores de R.

e T +V)=3U +V)+1=30+3V +1
enquanto que T(H) + T(V) = (3?1> +1) + (33 +1)= 30 +3V +2
Logo, T(l_l> + V) # T(l_f) + T(V). Portanto, T nao é transformagao

linear.

Exercicios

1. Verificar quais das seguintes transformagoes T : R* > R? sao
lineares:

a) T(x, y) = (x - 3y, 2x + 5y)

b) T(x, y) = (v, %)

)Tl y) = )

d) T(x, y) = (x+1,y)

e) T, y) =y -x0)

f) T(x, y) = (Ix1, 2y)

8) T(x, y) = (sen x, y)

h) T(x, y) = (xy, x = y)

2. Verificar quais das seguintes transformagoes sao lineares:

a) T:R?—>R¥ T(x, y)=(x -y, 3x - 2y)
b) T:R*—>R% Tx,y,z)=(x+y,x-y,0)
o) T:R°—R% T(x, y) = (x> + 1% x)

d) T:R—>R% T(x) = (x, 2)
e)T:R°—>R; T(x, y,z)=(-3x + 2y - 2)
f)T:R*—>R¥% T, y) =W, x, v, x)
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g) T: R > M(2,2); T(x,y){zy 3x }
-y x+2y
> 1 3] T
h) T:R*+—>R?% (x,y,z2)> |y
-1 0 =
z

3. Verificar para quais valores de k dados abaixo, a aplicagdao
T:R*—> R*tal que T(x, y) = (x + ky, x + k, y) é linear:

a)k=x

b)k=1
k=0

4.Seja T: R°* R® uma transformagcao linear cuja matriz em relagao

3-3 -4
abase candnicaé: A=[0 3 5
00 -1

a) Dar o polindmio caracteristico.

b) Encontrar os autovalores.

¢) Encontrar os autovetores associados aos autovalores.
d) Verificar se T é diagonalizavel. Justifique.

5.Seja T: R*>R® tal que T(x, y, z) = (x+y , Xx=y +2z, 2x+y-z) onde
B={(1,1,1),(2,1,-1),(1,0,0}e B ={(1,3),(1,0) }.Encontrar

[7]:.

6. Ache a transformagao linear T: R*> R? dada por T(2,1,0) =(2,5),
T(1,-2,1)=(3,1) e T(1,0,1) = (2,3).

7. Sejam as transformagodes lineares T,: R*> R* e T, : R*> R? cujas

matrizes sao:

10

[n]i=1 -1]¢ [Tz]f{o 2 -1}

0 0 1
0 1

em relagao as bases a = {(1,0), (0,2)}, p = {(1, 0,3), (1,1,0), (2, 0,
5) } e vy ={(2,0), (1,1)}. Encontrar a transformacao linear composta
T,oT: R >R,
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8. Qual é a imagem do vetor W = (-1,-2) pela aplicagao T, onde a

1 -1
transformacao linear T: R* > R* é dada por [T ](E =1 2
15

sendo a ={(1,0), (0,1) }, B={(1,0,1), (-2,1,1),(0,1,0)}.

Transformacoes lineares no plano

Nestasecao, continuaremosaapresentarexemplosdetransformacoes
lineares. Mas agora, apresentaremos uma visdao geométrica das
transformag0es lineares através de exemplos de transformagoes no
plano, ou seja, transformacoes do tipo T : R > R?. Veremos que uma
série de operagdes no plano podem ser descritas por transformagoes
lineares.

Expansao (ou contragao)
A aplicagao T(x, y) = k(x, y) = (kx, ky), k € R, é uma transformacao

® linear que leva cada vetor do plano num vetor de mesma dire¢ao e ®
mesmo sentido, se k > 0, ou sentido contrario, se k <0.

A A
(kx, ky), k>0

(xy) _—

el .

Reflexdo em torno do eixo x

A aplicagao T(x, y) = (x, -y) é uma transformacgao linear que leva
cada vetor do plano num vetor “refletido” em relacao ao eixo x,
como ilustrado na figura a seguir.
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(xy)

. >
\ (X/_Y)

De forma analoga, a transformacao linear T(x, y) = (-x, y) representa
a reflexdao em torno do eixo y.

Reflexao em relagao a origem

A aplicacao T(x, y) = (-x, -y) é uma transformacao linear que leva
cada vetor do plano num vetor “refletido” em relacao a origem das
coordenadas, como ilustrado na figura a seguir.

A A

xy) T

/
>

(-%,-y)

Note que, esta operagao ¢ também uma expansao no caso articular
em que k=-1.

Projecao no eixo x

A aplicagao T(x, y) = (x, 0) é uma transformacao linear que leva cada
vetor do plano na sua proje¢ao no eixo x, como ilustrado na figura
a seguir.
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De forma andloga, a transformacao linear T(x, y) = (0, y) representa
a projecao do vetor (x, y) no eixo y.

Rotacao de um angulo 6

Consideremos um vetor = (x, y), formando um angulo a em relagao
ao eixo x. Vamos descrever a transformacao linear que representa a
rotagao de de um angulo 0, no sentido anti-hordrio, como ilustrado
na figura a seguir.

A

(x,-y)

Da forma como modelamos o problema, temos qu
e T(0) = T(x, 1) = (&, ¥)-
Portanto, para determinarmos a transformacao T, devemos calcular
os valores de x” e yy’. Para simplificar os calculos, vamos denotar por
r o mddulo do vetor v (r = llvll). Aplicando regras da trigonometria,
observe inicialmente que r cos a =x e r sen a =y. Podemos agora
calcular as coordenadas x” e y’ de T(v).

=
I

r cos(a + 0)

7 (cos & . cos O - sen a . sen O)
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rcosa.cosO-rseno.sen

x.cos0-y.sen0
Analogamente,

rsen(a + 0)

<
1

r(sen a . cos O + cos a . sen 0)
rsen «.cos O +rcosa.sen O

y.cosO+x.sen0

Assim, T(x, y)=(x",y’)=(x.cosO-y.sen O,y .cos O +x.sen 0). Uma

forma mais conveniente é descrever T em forma de matriz, isto é:

{x} {cos 0 —sene} [x}
a
y senf cosO ||y
Por exemplo, no caso particular em que 0 = n/2, temos cos 0 =0 e
sen O = 1. Entao, a transformacgao é

a =
y I 0]y X
Ou seja, a transformacao T(x, y) = (-y, x) representa a rotagao de 90°,
no sentido hordario, de qualquer vetor (x, y).
Todas as transformacgdes apresentadas nesta se¢ao sao lineares, pois

. - - , .
podem ser descritas na forma T(v) =Av, onde A é uma matriz 2 x 2.
A aplicacao a seguir nao ¢é linear.

Translagao

A aplicagao T(x, y) = (x +a, y + b) é uma transla¢ao no plano segundo
o vetor (a, b), como ilustrado na figura a seguir.

A T(xy)

xy) T

o9
9 EaD-UFMSI
o
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Esta transformacao nao é linear (verifique!), a menos quea=b=0e,
neste caso, T é a transformacao identidade, que ¢ linear.

Exercicios

1. Determine a transformagao no plano que ¢ uma reflexao em torno
daretax=y.

2. Determine a transformac¢ao no plano que é uma rotagao anti-
horaria de 45°.

3. Determine a transformagao no plano que leva cada vetor v em
um outro que possui mesma direcado e sentido de v e metade de seu
modulo.

Propriedades

Estudaremos nesta secao alguns resultados que darao embasamento
para um estudo mais profundo das transformagoes lineares.

T(0) = 0 para toda transformacao linear

O teorema a seguir apresenta uma condi¢do necessaria para que
uma transformagao seja linear.

Teorema 1. Em toda transformacao linear T : V> W, a imagem do
vetor 0 € Véovetor 0 € W, istoé, T(0)=0.

Prova: Este fato decorre da definigao de transformagao linear, pois
T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0). Subtraindo T(0) de ambos os membros
desta equagao, temos que T(0) =0, como queriamos demonstrar.

Uma conclusdo imediata que podemos tirar deste teorema é que
se uma aplicagao T é tal que T(0) # 0 entao T nao é linear. Podemos
entdo utilizar este resultado para mostrar que certas transformagoes
nao sao lineares, como nos exemplos a seguir.

Exemplo 2. A aplicacdo de translagao, ndo é transformacao linear se
(a,b) # (0, 0), pois T(0, 0) = (a, b).
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Exemplo 3. A transformacao T(x, y, z) = (3x +2, 2y —z) também nao
é linear, pois T(0, 0, 0) = (2, 0) # (0, 0).

E importante ressaltar que a reciproca do Teorema 1 ndo ¢
verdadeira, pois existe transformagao com T(0) = 0 que ndo é linear,

como no exemplo a seguir

Exemplo 4. A transformacao T : R +> R tal que T(x) = x> ndo ¢é
linear.

De fato, sejam x e y vetores de R.
Tlx+y)=(x+y)P?=x2+2xy +
Enquanto que

T() + T(y) =x*+y?
Isto &, T(x +vy) # T(x) + T(y).

Transformacao linear e base de um espago vetorial

Outra propriedade importante sobre transformacoes lineares é que
elas sao perfeitamente determinadas conhecendo-se apenas seu
valor nos elementos de uma base.

Para entender melhor esta propriedade, observe inicialmente que se
T: V> W é uma transformacao linear, entao

T(ayv,+ay,)=aTV )+a,T(V)

para todo Vl, {7'2 € V,a,a, € R. Este fato decorre imediatamente da
defini¢ao de transformacao linear.

De forma anadloga, tem-se:
T@V, oV, ta¥ ) =aT(V) +aTF ) +.. +aTF)

- . /4 .
paratodov, eV, g € R, i=1,2, .., n. Isto ¢ a imagem de uma
combinagao linear de vetores é uma combinagao linear das imagens
desses vetores, com 0os mesmos coeficientes.

- - - .
Suponha agora que {v, v, ..., V_} seja uma base de V e que as
. - - - - - — .
imagensdev ,v,, .., v saoT(v ), T(v,),.., T(V ) respectivamente.

Entao sempre € possivel obter a imagem de qualquer vetor v
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. - . ~ .
€ V, pois basta escrever v como combinagao linear dos vetores
e

- o1 ~ . .
vV, V, .., V_ e utlizar a relagio acima. os exemplos a seguir

esclarecem melhor este fato.

Exemplo 5. Seja T : R* > R? uma transformacao linear e considere
abase A ={(1, 0), (0, 1)} do R%. Suponha que T(1,0) = (2, 3) e T(0, 1) =
(-1, 0). Qual a imagem do vetor (-2, 3).

Solugao: Escrevendo o vetor (-2, 3) como combinacao linear dos
elementos da base A, temos (-2, 3) =-2(1, 0) + 3(0, 1). Logo,
T(-2,3)=-2T(1,0) +3 T(0, 1) =-2(2, 3) + 3(-1, 0) = (-7, -6)

Portanto, a imagem do vetor (-2, 3) é o vetor (-7, -6).

Exemplo 6.Seja T : R* > R* uma transformagao linear e B={(0, 1,
0), (1,0, 1), (1, 1, 0)} uma base do R®. Determinar T(5, 3, -2) sabendo
que T(0,1,0)=(1,-2), T(1,0,1)=(3,1) e T(1, 1, 0) = (0, 2).

Solugao: Escrevendo o vetor (5, 3, -2) como combinacao linear dos
vetores da base A:

(5,3,-2)=a,(0,1,0) +a,1,0,1) +ayl, 1,0).

Esta equagao produz o sistema

a,ta, =95
a, ta, =3
a, =2

Cuja solugao é: a, =-4, a,=-2 a,=7. Entao
(5,3,-2)=-4(0,1,0)-2(1,0, 1) + 7(1, 1, 0).

Logo,

TG,3,-2)=-4T(0,1,00-2T(1,0,1)+7T@, 1, 0).
-4(1,-2)-2(3,1)+7(0,2)
(-10, 20)

Exemplo 7. Qual é a transformacgao linear T : R* > R® tal que
T(1,0)=(2,-1,0) e T(0,1)=(0,0, 1)?

Solucao: Seja (x, y) um vetor qualquer do R%. Entao (x, y) =
=x(1,0)+y (0, 1). Logo,
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T(x,y) = x T(1,0)+y T(0, 1)
x(2,-1,0)+y (0,0, 1)
(2x, -x, )

Exercicios

1. Determine a transformacdo linear T : R* +— R® tal que
T(-1,1)=(3,2 1) e T, 1)=(1,1,0). Encontre V e R? tal que
TW) = (-2, 1, -3).

2. Determine a transformagao linear T : R’ > R? tal que
T(,-1,0)=(1,1), T, 1, 1)=(2,2) e T(0,0,1) =3, 3).
Achar T(1, 0, 0) e T(0, 1, 0).

3. Seja T : R* > R? uma transformacao linear tal que
T(1,1,1)=(1,2), T(1,1,0)=(2,3) eT(1,0,0)=(3, 4)

a) Determine T(x, y, z)
b) Determine V e Retal que T(?;) =(-3,2)
¢) Determine V e Rtal que T(V) = (0, 0)

4. Ache a transformacao linear T : R*® > R? tal que
T(1,0,0)=(2,0), T(0,1,0)=(1,1) eT(0,0,1)=(0, -1).
Encontre vV e R° tal que T(;;) =(3, 2).

5. Determinar a transformacao linear T : P, > P, tal que T(1) = x,
Tx)=1-x2 e T(x?) =x + 2x2.

Nucleo de uma Transformacao Linear

Seja T : V> W uma transformacao linear. O conjunto de todos os
vetores V e V tais que T(?;) =0 é chamado niicleo de T e denotado
por ker(T) (o termo ker € proveniente do inglés “kernel” que significa
nucleo). Em linguagem simbdlica,

ker(T)={V € V:T(V) =0}

Observe que ker(T) é um subconjunto de V. Na verdade, ker(T) é um
subespago vetorial de V, como veremos adiante. Nos exemplos a
seguir veremos como determinar o ntucleo de uma transformagao
linear.
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Exemplo 1. Determine o nucleo da transformacao linear T : R? > R?
tal que

Tl y) = (x+y, 2x ).
Solugdo: O nucleo de T é o conjunto
ker(T) = {(x, ) & R*: T(x, ) = (0, 0)}
ou seja,
ker(T)={(x, y) e R*: (x +y, 2x —y) = (0, 0)}

x+y=0 . . .
. Este sistema possui a seguinte

Isto implica que:
pread {2){ -y=0

solugao:x=0 e y=0.
Logo, ker(T) = {(0, 0)}.

Exemplo 2. Determine o nucleo da transformacao linear T: R? > R
tal que T(x, y) =x +y.

® Solugao: O nucleo de T é o conjunto ®
ker(T)={(x, y) e R*: T(x, y) =x +y =0}
Isto é, ker(T) é a reta y = -x. Podemos também escrever
ker(T) ={(x, -x) :x e R} ={x (1,-1) : x € R} =[(1, -1)]
Ou seja, ker(T) é o espago gerado pelo vetor (1, -1).

Exemplo 3. Determine o nticleo da transformagao linear T : R* > R?
tal que T(x, y, z) = (x, 2y, 0).

Solugao: O nucleo de T é dado por
ker(T) ={(x, y, 2): T(x, 4, 2) = (0, 0, 0)}
={(x,y,z): (x,2y,0)=(0, 0, 0)}
={(0,0,z):z e R}
={z(0,0,1):z e R}

Ou seja, ker(T) é o espago gerado pelo vetor (0, 0, 1).

Terminaremos esta se¢do apresentando algumas propriedades do
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nucleo de uma transformagao linear.

Teorema 1. O ntcleo de uma transformacao linear T:V W é um
subespaco vetorial de V.

Prova: Sejam ;;1 e ;;2 vetores de ker(T) e a € R. Entao T(Vl) =0 e
T(Vz) =0. Logo,

e T(V,+V)=T(FV )+ T(V,)=0+0=0, ouseja, v, +V, e ker(T).

o T((xvl) = (x.T(Vl) =a.0=0, ou seja, 05;1 € ker(T).

Pelo Teorema 1 - Subespago Vetorial, temos que ker(T) é subespago
vetorial de V.

Oteorema aseguir estabelece condigdes para que uma transformagao

linear seja injetora. Lembre-se que uma funcao T : V> W ¢ injetora
- - —_ - . - P

sevVv,v,eV,v #v implica que T(v )#T(v,).

Teorema 2. Uma transformacao linear T : V> W ¢ injetora se, e
somente se, ker(T) = {0}.

Prova: Suponha inicialmente que T € injetora e vamos mostrar que
ker(T) = {0}. Seja v um vetor de ker(T). Entao T(V) =0. Pelo Teoremal
(pag. 95), sabemos que T(0) = 0. Como T € injetora, temos que
v =0. Portanto, o vetor zero ¢ o nico elemento do nucleo, isto é,
ker(T) = {0}.

Suponha agora que ker(T) = {0} e vamos mostrar que T € injetora.
Sejam ;;1 e ;;2 € Vtais que T(;;l) = T(?Z). Entao T(Vl) - T(?;Z) =0ou T(

v, —12) —_9. Logo, v, -V, € ker(T), ou seja, v, - v, =0, o que implica

que v, =V,
Resumindo: mostramos que T(Vl) = T(Vz) implica que ;”1 = Vz. Isto

. .. g - . . ng - 7. .
significa que v, # v implica que T(v,) # T(Vv ). Portanto, T é injetora,
como queriamos demonstrar.

Exercicios

1. Considere a transformacao linear T : R* > R? tal que T(x, y) =
=(2x+y,4x+2y).Quaisdosseguintes vetorespertencemaonticleodeT?

a) (1,-2) b) (2, -3) ) (-3, 6)
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2. Determine o nucleo das seguintes transformacoes lineares:

a)T:R2—>R? T(x, y)=CBx -y, -3x +y)

b) T:R*—>R? T(x, y)=(x+y, x, 2y)

¢)T:R*>R? Tx, y)=(x -2y, x+y)

d) T:R*—> R? T, y,z)=(x+2y—2z,2x -y +2)
e)T:RP—>R? Tx,y,2)=(x-y—-2z,-x+2y+2z x-3z2)
f)T:P, >R T(ax +b)=(a, a,a—Db)

g T:M2,2) >R T ﬂ" ZD=(a—b,a+b)

C

3. Considere a transformagcao linear T : R* > R tal que T(-2, 3) =
=(-1,0,1)e T(1, -2) = (0, -1, 0).

a) Determinar T(x, y)
b) T é injetora?

4. Encontrar uma transformacao linear T : R® > R® cujo ntcleo é
gerado pelos vetores (1, 2, -1) e (1, -1, 0).

5. Encontrar uma transformacao linear T : R* > R* tal que ker(T) =

® (1, 0, 1)1 ®

Imagem de uma transformagao linear

A imagem de uma transformacao linear T : V+> W, denotada por
Im(T), é o conjunto de todos os vetores WeW que sao imagens de
algum vetor V e V.Em linguagem simbdlica,

Im(T) = (WeWw: T(?;) -w para algum VeV
Observe que Im(T) é um subconjunto de W. Veremos adiante que
Im(T) é um subespaco vetorial de W. Nos exemplos a seguir veremos

como determinar a imagem de uma transformacao linear.

Exemplo 1. Determine a imagem da transformagao linear
T:R?* > R?tal que T(x, y) = (x +y, 2x — y).

Solucado: A imagem de T é dada por:

Im(T) ={(x+y,2x-y):x,y € R}
={x(1,2)+y(1,-1):x,yeR}
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=[(1,2),(1,-D]
=[R2

Ou seja, Im(T) é o subespago gerado pelos vetores (1, 2) e (1, -1).
Como esses vetores sao L.I., temos que [(1, 2), (1, -1)] =R2

Exemplo 2. Determine a imagem da transformacao linear
T:R*—> R tal que T(x, y) =x +y.

Solugio: Im(T) = R, pois dado We R, T(W, 0) = W.

Exemplo 3. Determine a imagem da transformagao linear
T:R*—> R*tal que T(x, y, z) = (x, 2y, 0).

Solucao: Im(T) = {(x, 2y, 0) : x, y € R}
={x(1,0,0)+y(0,2,0):x,y € R}
=[(1,0,0), (0,2, 0)]

Exemplo 4. A imagem da transformacao identidade T : V=V, tal
que T(;;) = ;;, VYV e V, é todo o espaco V. O nucleo, neste caso, é
ker(T) = {0}.

Exemplo 5. A imagem da transformacao nula T : V> W, tal que
T(V) =0,VYVeVeéo conjunto {0} (Im(T) = {0}). O nticleo, neste caso,
é ker(T)=V.

Exemplo 6. Verifique se o vetor (5, 3) pertence a imagem da
transformacao linear T : R* > R* definida por
T(x, y) = (x -2y, 2x + 3y).

Solucao: Devemos verificar se existe (x, y) € R* tal que

T(x, y) = (x =2y, 2x +3y) = (5, 3)

x—2y=35
2x+3y=3
¢ x=3ey=-1,ouseja, T(3, -1)=(5, 3). Concluimos entdo que (5, 3)

Esta igualdade determina o sistema { , cuja solugao

e Im(T).

Terminaremos esta secao apresentando uma propriedade da
imagem de uma transformagcao linear.
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Teorema 1. A imagem de uma transformacao linear T : V> W é um
subespaco vetorial de W.

Prova: Sejam -"‘;1 e Wz vetores de Im(T) e a € R. Vamos mostrar que
—

—> —> . .
w, +w, e aw, € Im(T). Para isto, devemos mostrar que existem

- = . - - - —> -
vetoresu eV em Vtaisque T(u)=w +w, eT(V)=aw,.

Como w e w e Im(T), ex1stem Vetores V e V e Vtais que T(v )=

w e T(V )= w Fazendou =V L+ V e = aV temos
. TW)=TF,+V,) =TV )+ T(V,) =W, +W,
. T(V)=T(aV ) =aTV,)=aw,

Pelo Teorema 1 (pag. 62), temos que Im (T) é subespacgo vetorial de
V.

Exercicios

1. Considere a transformacao linear T : R* > R? tal que T(x, y) =
® = (2x +y, 4x + 2y). Quais dos seguintes vetores pertencem a ®
imagem de T?

a)(2,4) b) (- -1) <) (-1,3)

2. Determine a imagem das seguintes transformagoes lineares:

a)T:R2—>R? T(x, y)=CBx -y, -3x +y)

b) T:R*—> R? T(x, y)=(x+y, x, 2y)

¢)T:R*>R? T, y)=(x -2y, x+y)

d) T:R*—> R? T, y,z)=(x+2y—2z,2x -y +2)
e)T:RP—>R? Tx,y,z)=(x-y—-2z,-x+2y+2z x-3z2)
f)T:P, >R T(ax +b)=(a, a,a—Db)

C

g)T:M2,2) eR T {[“ ZD=(a—b,a+b)

3. Encontrar uma transformacao linear T : R* > R* cuja imagem ¢
gerada pelos vetores (1, 3,-1,2) e (2,0, 1, -1).
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Teorema da dimensao

Um resultado importante, que relaciona as dimensdes do nucleo e
imagem de uma transformacao linear T : V> W com a dimensao
de V é dado pela seguinte proposigao.

Teorema 1. Seja T : V> W uma transformacao linear. Entao

dim ker(T) + dim Im(T) =dim V

Deixaremos de demonstrar este teorema devido a sua complexidade
e faremos algumas comprovagoes através de exemplos.

Exemplo 1. Determine o nticleo e a imagem da transformagao linear
T:R*—> R?tal que T(x, y) = (x +y, 2x —y).

Solucao: Pelos exemplos 1 (pags. 99 e 101), temos ker(T) = {(0, 0)} e
Im(T) =R Logo,

dim ker(T) =0 e dim Im(T) = 2. Como dim R? = 2, temos
dim ker(T) + dim Im(T) =dim V.

Exemplo 2. Determine o nticleo e a imagem da transformagao linear
T:R*—>Rtal que T(x, y)=x+y.

Solugao: Pelos exemplos 2 (pags. 99 e 102), temos ker(T) =[(1,-1)] e
Im(T) =R. Logo,

dim ker(T) =1 e dim Im(T) = 1. Como dim R? = 2, temos
dim ker(T) + dim Im(T) =dim V.

Exemplo 3. Determine o nticleo e a imagem da transformagcao linear
T:R—> R’ tal que T(x, y, z) = (x, 2y, 0).

Solugao: Pelos exemplos 3 (pags. 99 e 102), temos
ker(T)=[(0,0,1)] e Im(T)=[(1,0,0), (0, 2, 0)].
Logo,

dim ker(T) =1 e dim Im(T) = 2. Como dim R® = 3, temos
dim ker(T) + dim Im(T) =dim V.
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Exemplo 4. Para a transformacao identidade T : V > V, tal que
T(;;) =V,VV eV, temos ker(T) = {0} e Im(T)=V. Logo,

dim ker(T) =0 e dim Im(T) = dim V. Portanto,
dim ker(T) + dim Im(T) =dim V.

Exemplo 5. Para a transformacgao nula T : V> W, tal que T(V) =0,
V V e V, temos ker(T)=V e Im(T) = {0}. Logo,

dim ker(T) =dim V e dim Im(T) = 0. Portanto,
dim ker(T) + dim Im(T) =dim V.

Teorema 2. Seja T : V> W uma transformacao linear.

Se dim V=dim We T é injetora entao T transforma base em base, isto
é seB= {;;1, ;;2, . Vn} é base de V, entdo o conjunto T(B) = {T(Vl),
T(V,), ..., T(V,)} é base de W.

Prova: Como dim V = dim W = n, basta mostrar que T(B) é LI. Para
tanto, consideremos a igualdade

o TV ) +aTF¥ ) +..+a T¥ )=0
Pela linearidade de T, esta igualdade equivale a
T(al{;1 + aiz +o.+ gn?;n) =0

Como T é injetora, temos pelo Teorema 2 (pag. 100) que

Como B ébase, B é Ll e, portanto a,=a,=...=a_=0. Logo, T(B) é base
de W, como queriamos demonstrar.

Lembre-se de que uma aplicacdo T : V +> W ¢é sobrejetora se
Im(T) = W. Quando T for injetora e sobrejetora ao mesmo tempo,
dizemos que T é um isomorfismo. Quando ha uma tal transformagao
entre dois espacgos vetoriais, dizemos que estes sao isomorfos. Sob
o ponto de vista da Algebra Linear, espacos vetoriais isomorfos sao
idénticos.
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Exercicios

1. Considere a transformacao linear T : R* > R tal que

T(1,0,0,0) = (1, -2, 1), T(0, 1,0, 0) = (-1, 0, 1),
T(0,0,1,0)= (0, -1, 2), T(0,0,0,1)= (0, -3, 1)

a) Determine o nucleo e a imagem de T.
b) Verificar o teorema da dimensao.

Aplicagoes lineares e matrizes

Seja T : V > W uma transformacdo linear. Para um melhor
entendimento da relagdo entre transformacbes lineares e
matrizes, consideremos o caso particular em que dim V = 2 e
dim W= 3. O caso geral é andlogo a este.

Sejam A= {Vl, ;;2} eB= {Wl, _V:Iz, _V:I3} bases de Ve W, respectivamente.
Entio um vetor vV e V pode ser expresso por:

- - -
V=xV, +txVv,
. ->
E a imagem T(v) por:
- - - -
T(V) =y, W, + y,W, + YW,

- - ~ .
Como T(v,) e T(v,) sao vetores de W, eles podem ser escritos
como combinagdes lineares dos vetores da base B de W, ou seja,

— - - -
T(V 1) = allwl + aZIWZ + [l31W3

T - - - -
(V 2) =AW T AW, T a,W,

7 ~ . 7 -
Como T é transformacao linear, podemos também escrever T(v) da
seguinte forma:

-

T(V) = T(x,V, +x,V,)
= x,T(v)+x,T(v,) .

- - - - -
= xl (allwl + a21_“:2 + a3lw3) + x2 (alzle + a22w2 + a32w3_)>
= (allxl + a12x2) Wl + (a21xl + a22x2) W2 + (a31x1 + ﬂ32x2) W3

Como cada elemento de um espago vetorial é descrito de forma
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unica como combinacao linear de vetores de uma base, concluimos
que:

Yy =apX, T apx,
Y, =0y X; T apX,

Y5 = 5%, T apX,

Reescrevendo esta expressao na forma matricial, temos:

Yi a;,, 4

_ X
Y| T |ay an|-
Y3 a3 Ay

Ou, simbolicamente:

-

[TV)]l,= T5 [V1,

Onde:

i
J [T(V)]B = |y, | representa as coordenadas de T() na base B;

® . ®

4, Ay
e A matriz T} = a,  a, € denominada matriz de T em relagio
as bases A e B; e
a a
31 32

- -
* [V], = representa as coordenadas de v na base A.

~ . A~
Observacgao: As colunas da matriz Ty sdo as componentes das
imagens dos vetores da base A em relacao a base B, isto ¢,

[TV )], [T(V)],

P

a, a

T2 =
B dy Ay
a3 Ay

Este exemplo particular se generaliza de forma natural para
espacos V e W de dimensdes quaisquer. Mais precisamente,
para uma transformacao linear T : V> W onde dim V =n e
dimW=m,se A= {Vl, VZ, e Vn} e B= {Wl, _V\?z, e Wm} sao bases de

Ve W, respectivamente, teremos que A matriz T/ de T em relacao
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as bases A e B é tal que cada coluna i é formada pelas componentes
das imagens do vetor ;;1. de A em relacgao a base B.

[TV )], [TV )], - [TV )],

T) - 4 4y L Ay,
ml am2 L amn

Como se vé, a matriz T‘; depende das bases A e B consideradas,
isto é, a cada dupla de bases corresponde uma determinada matriz.
Assim, uma transformacao linear podera ter uma infinidade de
matrizes para representa-la. No entanto, fixadas as bases, a matriz

¢ Unica.

Todo o raciocinio que fizemos até aqui pode ser resumido no
seguinte resultado:

Teorema 1. Sejam V e W espacos vetoriais e T : V +> W uma
transformacao linear. Sejam A e B bases de V e W, respectivamente.
Entao, para todo Ve V,

[T(V)],=T2 [V1,

Exemplo 1. Seja a transformacgdo linear T: R’ > R* tal que
T(x,y,2)=2x+y -1z 3x -2y +4z)

Sejam A={(1,1,1),(1,1,0), (1,0, 0)} e B={(1, 3), (1, 4)} bases do R*
e R%
a) Determinar T4 .

b) Se V= (2, 3, -1) (coordenadas de v em relagao a base canonica),
calcular [T(V)],.

Solucao: Calculando T como combinagao linear dos elementos da
base B, temos:

e T(1,1,1)=(2,5)=3(1,3)-1(1, 4)

e T(1,1,0)=(3,1)=11(1, 3) - 8(1, 4)

e T(1,0,0)=(2,3)=5(1,3)-3(1, 4)
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3 11 5
Entio T4 = )
-1 -8 3

—> . . . .
Para calcular  [T(V)], precisamos inicialmente calcular as
. —>
coordenadas de na base A, ou seja, [V],:

(2,3,-1)=-1(1,1, 1) +4(1,1,0) = 1(1, 0, 0). Logo, [V], = (-1, 4, -1).

utilizamos a igualdade:

i {—3268}

Observe que uma forma de verificar esses calculos pode ser a

[T, =T [V1, - {3 H 5]
-1 -8 3

-1

seguinte:
T(V) =T, 3,-1) = (8, -4) = 36(1, 3) — 28(1, 4).

Ou seja, [T(V)]B = [ 3268} .

Exemplo 2. Consideremos a transformacao linear
Tx,y,2)=2x-y+z 3x+y—2z)

Sejam A={(1,1,1), (0,1, 1), (0,0, 1)} e B={(1, 0), (0, 1)} bases do R*
e R~

a) Determinar T’g .
b) Se V = (3, -4, 2), calcular [T(V)],.

Solucao: Calculando T como combinagao linear dos elementos da
base B, temos:

e T(1,1,1)=(2,2)=2(1,0)+2(0, 1)

e T(O,1,1)=(0,-1)=0(1,0) - 1(0, 1)

e T(@O,01)=(1,-2)=1(1,0)-2(0, 1)

Calculando [;;] K

3, -4,2)=3(1,1,1)-7(0, 1, 1) + 6(0, 0, 1). Logo, [V, = (3, -7, 6).

111
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- A= 2 0 1 3 12
Logo, [T(V)],=Ty [V], = 1 ol 7| = .

Exemplo 3. Consideremos a mesma transformacdo linear do

exercicio anterior
T, y,2)=2x-y+z 3x+y—2z)

Sejam A={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}eB={(1, 0), (0, 1)} bases candnicas
doR3e R

a) Determinar T .

b) Se V = (3, -4, 2), calcular [T(V)],.

Solucao: Calculando T como combinagao linear dos elementos da
base B, temos:

e T(1,0,0)=(2,3)=2(1,0)+3(0, 1)

e T(O,1,0)=(1,1)=-1(1,0)+ 1(0, 1)

e TO,01)=(1,-2)=1(1,0)-2(0, 1)

2 -1 1
Entdo Tj = .
3 1 —2

Observe que V] , € 0 proprio v, pois a base é candnica: V] A= V=
(3, -4, 2).

3
Logo, [T(¥)],= T4 V1, = {2 - 1] 4 :M.
3 1 -2 ) 1

Observacgoes:

1. No caso em que A e B sdo bases candnicas, representa-se Tg
simplesmente por [T], que neste caso é chamada de matriz canénica
de T. A matriz do exemplo 3 é a matriz canonica de T.

2.No caso em que A e B sdo bases candnicas, a matriz canonica pode
ser obtida diretamente, copiando os coeficientes da transformacao
dada diretamente para a matriz, como ilustram os exemplos a
seguir:

a) Se T: R*> R?tal que T(x, y) = Bx — 2y, 4x + y, x)

3 2
entao [T]=|4 1
1 0
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b) Se T : R* > R* tal que T(x, y) = (x, -y) entao [T] = Ll) OJ .

c)SeT:R’+> R tal que T(x, y, z) =4x —y entao [T]=[4 -1 O]

3. Por outro lado, quando ¢ dada uma matriz de uma
transformacao linear T sem que haja referéncia as bases,

essa deve ser entendida como a matriz canonica de T. Por
3

1 -2 0

T:R°> R tal que T(x, y, z) = (2x + 3y + 4z, x — 2y)

exemplo, a matriz{ }deﬁne a transformacao linear

Exemplo4.DadasasbasesA={(1,1),(1,0)}doR?*e B={(1,2,0),(1,0,-1),
(1, -1, 3)} do R?, determinar a transformagcao linear T : R* > R® cuja

matriz é:
® 20 ®
To=11 -2
-1 3

Solucao: Observe que o significado de cada coluna dessa matriz é:

2 0
[T, D= | 1 e [T, DIy = |2
-1 3

Logo, as imagens dos vetores da base A em relagdo a base candnica
sao:

T(1,1)=2(1,2,0)+ 1(1, 0, -1) - 1(1, -1, 3) = (2, 5, -4)
T(1, 0)=0(1, 2, 0) — 2(1, 0, -1) + 3(1, -1, 3) = (1, -3, 11)

Agora, dado um elemento qualquer (x, y) do R?, ele pode ser expresso
como combinacao linear dos elementos de A por:

(x y) =y, 1+ x-y)1,0).

Portanto: T(x, y)= yT(1, 1)+ (x —y)T(1, 0)
=y(2,5-4)+(x-y)(1,-3 11)
= (x +y, -3x + 8y, 11x -15y)
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Exercicios

1. Consideremos a transformacao linear T : R® > R? definida por
T(x, y,z) =(2x +y —z, x + 2y) e as bases A = {(1, 0, 0), (2, -1, 0),
0,1,1)} doR% eB={(-1, 1), (0, 1)} do R2% Determine Tg .

2. Seja a transformagao linear T : R*> > R°® definida por
T(x, y) = (2x -y, x + 3y, -2y) e as bases A = {(-1, 1), (2, 1)} e B={(0, O,
1),(0,1,-1), (1, 1, 0)}.

a) Determine Tg .

b) Determine Té onde C representa a base candnica do R°.

3. Sabendo que a matriz de uma transformacgao linear T : R* > R?

nas bases A={(-1,1), (1,0)} doR*e B={(1,1,-1), (2, 1, 0), (3,0, 1)} do

3 1
R3é T‘; =12 5 |, encontrar T(x, y).
1 -1
-2
4. Seja [T] = | 2 0 | a matriz candnica de uma transformacao
-1 3

linear T : R2+> R®. Determine V tal que T(V) =(2,4,-2).

5. Seja T : R* > R’ uma transformacdo linear cuja matriz é

1 -1
T‘; =10 1 | , onde A é a base candnicae B={(1, 0, 1), (-2, 0, 1),
-2 3

(0, 1, 0)}. Qual a imagem do vetor (2, -3)?

6. Seja T : R* > R? uma transformacao linear cuja matriz é Ty =

1 0 - , onde
-1 1 1

A={0,1,1),(1,0,0), (1,0, 1)} e B={(-1, 0), (0, -1)}.
a) Determinar a expressao de T(x, y, z).
b) Determinar ker(T).
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¢) Determinar Im(T).
d) T € injetora?

7. Considere a transformagao linear T : R* > R? tal que T(x, y) = (x +
2y, x —y), eas bases A ={(-1, 1), (1, -0)}, B={(2, -1), (-1, 1)} e C a base

A . . C C
canoOnica. Determinar T, , Ty e[T].

8. A matriz de uma transformacao linear T : R? —> R? relativa a base

A={(1,1), (3, 2)}é {2 ! } .
-1 3
a) Determinar [T(1, 1)], e [T(3, 2)],.
b) Determinar T(1, 1) e T(3, 2).
¢) Determinar T(x, y).

Z. Sfja :l:: R? > R? definida por [T] = Ll 1 ﬂ . Determinar vetores
u, Vv ew tais que:
a) T@)=u
b) T(V) =2V
o) T(W) = (4, 4)
® 12 -l ®
10. Seja T a transformacao linear dada pela matriz | 1
a) Calcular ker(T) e dim ker(T). 1 =2 2
b) Calcular Im(T) e dim Im(T).

11. Seja o espago vetorial V =M(2, 2) e a transformagao T : V> R3
a b

definida por T [{ d:D =(a+b,c—-d, 2a)
c

a) Mostre que T é linear.

b) Determinar T% , onde A e B sdo bases canonicas do M(2, 2) e R?,
respectivamente.

c¢) Calcular Ve Vtal que T(;;) =(3,-2,4).

d) Determinar ker(T).

12. Seja T :R* > M(2, 2) uma transformagcao linear, A e B bases
canoOnicas do R* e M(2, 2), respectivamente.

1 0

Sabendo que T4 = i ! , calcular:
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a) T(1,0)
d) T(x, y)
e) (a, b) tal que T(a, b) =

b) T(0, 1)

7

2

%o

o) T2, 3)

S %
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Capitulo VI

Introducao

Seja V um espago vetorial. Dada uma transformagao linear
T: V>V, isto é de um espago vetorial nele mesmo, gostariamos
de saber quais vetores sao levados em um multiplo escalar de si
mesmo, isto é, procuramos um vetor V € Ve um escalar A € R tal
que

T(V)=A

- , . ~ - . /
Neste caso, T(V) sera um vetor com a mesma direcao de v, isto &,
— - ~ - . .
v e T(v) sao paralelos. Como v = 0 satisfaz esta propriedade para
todo A, estamos interessados em determinar vetores nao nulos
satisfazendo a condi¢ao acima. O escalar A sera chamado autovalor
ou valor caracteristico de T, e o vetor um autovetor ou vetor
caracteristico de T.

Autovalores e autovetores sao conceitos importantes de matematica,
com aplicagdes praticas em diversas dreas como mecanica quantica,
processamento de imagens, andlise de vibragdes, mecanica dos
sOlidos, estatistica, etc. Veremos a seguir exemplos de como calcular
autovalores e autovetores.

Exemplo 1. Dada a transformacao linear T(x, y) = (x, -y). Observe
que

* T(2,0)=(2,0)=1(2, 0). Isto &, (2, 0) € autovetor de T

com autovalor 1.

e T(x, 0) = (x, 0) = 1(x, 0). Assim, todo vetor (x, 0), x #0,

€ autovetor de T com autovalor 1.



) . . n e
MATEMATICA - Licenciatura ::‘ EaD-UFMS I
2

* T(0,1)=(0,-1) =-1(0, 1). Isto ¢, (0, 1) é autovetor de T com
autovalor -1.

* T(0, y) = (0, -y) =-1(0, y). Assim, todo vetor (0, y), y #0, é
autovetor de T com autovalor -1.

e T(-2, 1) = (-2, -1). Portanto, (-2, -1) nao é autovetor de T.

Exemplo 2. Dada a transformacao linear T(x, y) = (4x + 5y, 2x + y).
* T(5,2)=(30, 12) = 6(5, 2). Logo, (5, 2) é autovetor de T
com autovalor 6.
* T(2,1)=(13,5) # A(2, 1), para todo A € R. Logo, (2, 1)
nao € autovetor de T.

Exemplo 3. Dada a transformacao linear T(x, y) = (-y, x).
Para encontrarmos os autovetores e autovalores de T, resolvemos a
equagao T(x, y) = A(x, y), ou seja, (-y, x) = A(x, y).

~ . -y = AXx
Esta equagao resulta no sistema Y .
X = Ay

Uma solugdo A para este sistema deve satisfazer A = 1 , isto ¢,

A

A?=-1, 0 que é impossivel. Portanto, esta transformacao T nao possui

autovalor nem autovetor.

Exemplo 4. Dada a transformacao linear T(x, y) = (2x + 2y, y).

Para encontrarmos 0s autovetores e
autovalores de T, devemos resolver a equagao
T(x, y) = A(x, y), que neste caso é (2x + 2y, y) = A(x, y). Esta equacao
resulta no sistema

{2x+2y = AX
y="Ary

Consideremos os casos em que y #0 ey =0.

L Se y # 0, entdo a segunda equacao resulta em A = 1.
Agora, da primeira equagao, temos que 2x + 2y = x, o que
resultaem y =-1/2x. Concluimos entao que, para o autovalor
A =1, os autovetores associados sao do tipo (x, -1/2 x), x # 0.
Conferindoestes calculos, observe que T(x,-1/2x)=1(x,-1/2x).

ii. Se y =0, a primeira equagao resulta em 2x = Ax, ou
seja, A = 2. Portanto, outro autovalor € 2, e qualquer vetor
nao nulo (x, 0) € um autovetor correspondente. Ou seja, T(x,
0) =2(x, 0).
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Temos assim, para esta transformacao T,

o autovetores, x # 0, associados ao autovalor 1, e
° autovetores (x, 0), x # 0, associados ao autovalor 2.

Dada uma matriz quadrada A, de ordem #, estaremos entendendo
por autovalores e autovetores de A os autovalores e autovetores da
transformacao linear T: R" > R" cuja matriz associada € a matriz A,
~ \ A . . 7 —> - .
em relagao a base candnica, isto €, T(v) = Av. Assim, um autovalor
-> ~ ~ ~
A € R e um autovetor v € R" de A sdo solugdes da equacao
P s
Av =Av, v #0.

Veremos na proxima segao que os autovalores e autovetores de uma
transformacao linear T sao exatamente aos autovalores e autovetores

da matriz associada a T.

Exemplo 5. Verificar se os vetores ;;1 =(1, -1) e VZ = (2, 2) sao

autovetores da matriz
4 5

A=
2 1

Solucdo: Devemos determinar se existe A € R tal que AV =AYV para
cada um dos vetores dados.

N 4 5 1] -1 _ 1 S >
« AV, = 5 1o = . =- 4 . Ou seja, Av, = (-1)v..

- 7 .
Logo, v, € autovetor de A, associado ao autovalor -1.

AT 4 5 2| _ |18 Y 2 1 A e R
e Av = . = , .
) 5 1 5 6 5 para qualquer A €

- ~ 14
Logo, v, nao é autovetor de A.

Exercicios

1. Determinar os autovalores e autovetores das seguintes
transformacoes lineares:

a) T:R*>R? T(x, y) = (x + 2y, -x +4y)
b) T: R*+—> R? T(x, y) = (2x + 2y, x + 3y)
¢)T:R*>R? T(x, y)=(5x -y, x +3y)
d) T:R*>R? T(x, v)=(y, -x)
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e)T:RE—>R3 Tx,y,z)=(x+y+z 2y+z 2y +3z)
HT:R3+—>R? T(x, y,z)=(x, -2x -y, 2x + y + 22)

g T:R—->R Ty 2)=(x+y Y, 2)

. . - ~
2. Verificarse os vetores v dadossaoautovetores das correspondentes

matrizes A:
Vv=(21 A= {2 2}
a)v=(21) 11 3
111
b)V =(1,1,2) A=1l0 2 1
0 2 3
1 -1 0
OV =(21,3) A=12 3 2
1
® Polindmio caracteristico

Veremos agora uma forma mais eficaz de encontrar os autovalores
e autovetores de uma transformacao linear. Para um melhor
entendimento, apresentaremos o procedimento através de um
exemplo concreto e, em seguida, veremos que este se generaliza
naturalmente.

Exemplo 1. Seja T : R* > R? uma transformacao linear definida

por

T(x, y) = (4x + 5y, 2x + ).

Entdo a matriz candnicade T é

o[t

Procuramos vetores = (x, y) € R* e A € R tais que T(V) = AV
, isto é, AV = AV. Observe que se I for a matriz identidade de
ordem 2, entdo a equagao acima pode ser escrita na forma
AV = (A7, ou ainda (A — AI)7 = 0. Escrevendo explicitamente,
temos
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O que temos agora é um sistema de duas equagdes e duas incdgnitas

: : .- . . -1 5
cuja matriz dos coeficientes é exatamente a matriz

1—2
4-)% 5 }

# (), este sistema terd uma tinica solucao, que
2 1—A

¢ a solugao nula, ou seja, x = y = 0. Como estamos interessados em

Se det {

encontrar solugdes ndo nulas deste sistema, a tinica forma de obté-
las é impondo que

O I
21—

Isto é, (4 —A)(1—A)—10=0.Ou, A2~ 5\ -6 =0. ®

As raizes desta equagao sao A, =6 e A, =-1, que sdo os autovalores
deT.

Conhecendo os autovalores podemos determinar os autovetores
correspondentes resolvendo a equagao (A — Al)7 =0 em cada caso,
ou seja,

o A=6.

O sistema (A — Al)7 =0 fica: 23 ) X — {O} ,isto &,
2 -5 0

{—2x +5y=0

2x—=5y=0

Este sistema admite solug¢des da forma y = 2/5x.

Assim, vetores do tipo V= (x, x) ou V=x (1,),x#0, sao
autovetores associados ao autovalor A = 6.

o A=-1.

O sistema (A — Al) =0 fica: >3 X _ O istos,
2 2] 0

5x+5y=0
2x+2y=0
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Este sistema admite solugoes da forma y = -x.
Assim, vetores do tipo V= (x, -x) ou V=x (1,-1), x#0, sao
autovetores associados ao autovalor A =-1.

Antes de apresentarmos outros exemplos, é importante observar
que o que fizemos acima com uma matriz de ordem 2 pode ser
perfeitamente generalizado. Seja T:R" > R" uma transformacao
linear e seja A a matriz candnica de T. Os autovalores e autovetores
de A sao exatamente aqueles que satisfazem a equagao AV = AV, ou
AV = (Al)y, ou ainda (A - Al)y =0.

Se det(A — Al) # 0, sabemos que o posto de (A — Al) é i, e portanto o
sistema (A — AI) 7 =0 tem uma tnica solugao, a solugao nula (V =0).
Como estamos interessados em encontrar solu¢des nao nulas deste
sistema, a tinica forma de obté-las é impondo que

det(A —AI)=0

A equagao det(A — Al) = 0 é denominada equagdo caracteristica de
T ou da matriz A. Suas raizes sao exatamente os autovalores de T
ou de A. A expressao det(A — Al) é um polindmio em A denominado
polinémio caracteristico de T ou de A.

Uma vez determinado os autovalores, os autovetores associados
podem ser determinados resolvendo a equagao (A — AI) =0 para
cada autovalor A.
Exemplo 2. Determine os autovalores e autovetores da matriz

-3 4
A= .

-1 2
Solucao: A equagao caracteristica de A é

3-% 4 }:o

det(A — Al) = det
-1 2—A
Istoé, (-3-A)2-A)+4=0,0uA?+A-2=0.

As raizes desta equacao sao A, =1 e A, =-2, que sdo os autovalores
de A. Procuraremos agora os autovetores associados.

o A=1.

O sistema (A — Al) =0 fica: {_4 4} m _ H,isto é,
-1 1] 0
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{—4x +4y=0
-x+y=0

Este sistema admite solug¢oes da forma y = x.
Assim, vetores do tipo V= (x, x) ou V=x (1,1), x#0, sao
autovetores associados ao autovalor A = 1.

o A=-2.

O sistema (A — Al) =0 fica: -1 4 X _ 0 ,isto é,
-1 4] 0
{—x +4y =0
—x+4y =0
Este sistema admite solucoes da forma x = 4y.

Assim, vetores do tipo V= (4y, y) ou V= y(4 1), y#0,sao
autovetores associados ao autovalor A =-2.

Exemplo 3. Determine os autovalores e autovetores da matriz
-16 8
Solucao: A equagao caracteristica de A é

det(A-Al)=det |
-16 8-A

16-4 10 } 0

Isto é, (-16 —A)(8 —A) + 160 =0, ou A* + 8A +32=0. Como esta equagao
nao possui raiz real, A ndo possui autovalor nem autovetor.

Se, na defini¢ao de autovalor, admitissemos autovalores complexos,
as raizes complexas da equagao acima seriam os autovalores de A.
Porém, neste texto, consideraremos apenas autovalores reais.

Exemplo 4. Determine os autovalores e autovetores da matriz
4 2 0

A=1-1 1 of
0 1 2

Solucdo: A equagao caracteristica de A é

det(A-Al)=det | —] 1—-1 0 =0
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Resolvendo este determinante chegamos a equacdao -A3 + 7A?
— 16A + 12 = 0. As solugdes inteiras, caso existam, sao divisoras
do termo independente 12. Testando as possibilidades,
constata-se que A = 2 é uma delas. Dividindo o polindmio
caracteristico por (A — 2) e fazendo as devidas simplifica¢des,
a equagao acima fica equivalente a (A — 2)*(A — 3) = 0. Logo,
A,=2 e A, =3, sd0 as raizes desta equagao, isto ¢, sao os autovalores
de A. Procuraremos agora os autovetores associados.

e A=2.

2 20 x 0
Osistema (A -Al)y =0fica: | -] -1 0| -|y|=|0|. istoé,

0 1 0 z 0

2x+2y =0
—Xx—-y=0"
y=0

A terceira equagao implica que y =0, e dai, e segunda implica que
x =0. Como nao existe restri¢ao para z, os autovetores associados
ao autovalor A = 2 sdo vetores do tipo V= 0,0, z) ou V=z 0,0,1),
z # 0. Ou seja, pertencem ao subespago [(0, 0, 1)].

® *A=3. ®

Osistema (A-Al) =0fica: |1 _—» y| =10 ,isto é,
X+2y=0 0 1 -1 z 0
-x—2y=0"

y—z=0

Da primeira e segunda equagoes temos que x = -2y, e da terceira
vem z =Y. Logo, os autovetores associados ao autovalor A =3 sao
do tipo V= (-2y, y, y) ou seja pertencem ao subespago [(-2, 1, 1)].

Exemplo 5. Os autovalores de uma transformagdo linear
T:RH Rsia0 A, =2eA =-3,sendo v, = (1, -1) e V, = (-1, 0) os

respectivos autovetores associados. Determinar T(x, y).

Solugao: Expressemos inicialmente (x, y) em relagao a base {(1, -1),
(_1/ O)}

(x,y)=a@,-1)+b(-1,0)

Il
>

) _ Ja-—b
Para determinar 2 e b devemos resolver a equagao ,

dondea=-yeb=-x-y. Logo, Y
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() =-y(1, -1) + (x - y)(-1, 0)
Aplicando o operador T, temos
T(x, y) =-yT(L, -1) + (-x - y)T(-1, 0)
Mas, T(1, -1) =2(1, -1) = (2, -2) e T(-1,0) =-3(-1, 0) = (3, 0). Logo,

T(x, y) =-y(2, -2) + (-x = y)(3, 0) = (-3x — 5y, 2y).

Propriedades

Terminaremos este capitulo apresentando algumas propriedades
dos autovalores e autovetores. A primeira, a seguir, afirma que
multiplos escalares de autovetores também sdo autovetores, e a
segunda, que o conjunto dos autovetores associados a um autovalor
formam um subespago vetorial.

Teorema 1. Dada uma transformacao linear T : V= Ve um autovetor
® associado a um autovalor A, qualquer vetor W = a (& # 0) também & ®
autovetor de T associado a A.

Prova: De fato: T(W) =T(ay) =aT(F) = a(A7) = A(a7) = A, onde a 2
igualdade vem do fato de que T é transformacao linear, e a 3% do fato
de ser autovetor associado a A.

Teorema 2. Dada uma transformacao linear T : V= Ve um autovalor
A, o conjunto S,, formado pelos autovetores associados a A mais o
vetor nulo, é um subespago vetorial de V.

. - -
Prova: Sejamv ev,e S, a € R.

-.> T(V1 + ?;2) = T(;;l) + T(vz) = /\V1 + /\72 = )\(;;1 + ;;2), e portanto, ;;1 +
v,eS,.

e T(aV ) =aT(¥ ) =a(AV ) = A(aV ), ou seja, aV , € S,.
Pelo Teorema 2 (pag. 62), temos que S, € subespaco vetorial de V.

Vamos terminar este capitulo introduzindo o conceito de
multiplicidade de um autovalor. Chamamos de multiplicidade
algébrica de um autovalor a quantidade de vezes que ele aparece
como raiz do polindmio caracteristico. No exemplo 4 (pag. 123), o
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autovalor A, =2 tem multiplicidade algébrica 2 (ou ainda, 2 é raiz
dupla do polindmio caracteristico).

A multiplicidade geométrica de um autovalor é a dimensado do
subespacgo vetorial associado a ele. No exemplo 4 (pag. 123), o
autovalor A, =2 tem multiplicidade geométrica 1. Observe que se
a multiplicidade algébrica de um autovalor for 1, a multiplicidade
geomeétrica serd necessa-riamente 1.

Exercicios

1. Determine os autovalores e autovetores correspondentes das
transformacdes lineares:

a) T:R?> R? tal que T(x, y) = (2y, x)

b) T:R*> R?tal que T(x, y) = (x +y, 2x +y)

c) T:R*> R* tal que T(x, y) = (v, -x)
d)T:R*—>Rtalque T(x, y,z)=(x+y, x—y +2z,2x +y - 2)

e) T: P, P, tal que T(ax*>+bx +c)=ax*+cx+b

£) T: M(2, 2) > M(2, 2) tal que T(A) = A" (isto é, T leva uma matriz
na sua transposta).
g)T:R*—>Rtalque T(x, y, z, w)=(x, x+y, x+y+z, x +y +z+w)

2. Determine os autovalores e autovetores correspondentes as

matrizes:
a) 1 1 b) {1 1} 9 2 3]
0 -1 11 01 2
0 0 1
df3 3 -4 91 o 2 DT 1 2]
0 3 5 -1 0 2
0 0 -1 | 2 P 1]
8l o0 2 MTo 1 0
-1 0 0 0
2 0 0 1 0 0
3.Seja A= 0 2 .
1 1

a) Determine os autovalores de A e AL
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b) Quais os autovetores correspondentes?

4. Provar as seguintes proposigoes:
a) Os autovalores de uma matriz triangular (ou diagonal) sdo os
elementos da diagonal principal.

b) Uma matriz e sua transposta possuem os mesmos autovalores.

¢) Se uma transformacao linear admite A = 0 como autovalor entao

ela ndo é inversivel.

5.Determine a transformacao linear T : R*—>R* que tenha autovalores
-2 e 3 associados aos autovetores (3y, ) e (-2y, y), respectivamente.

6. Os vetores ;7’1 = (1, 1) e ;7’2 = (2, -1) sao
autovetores de uma transformacao linear
T:R*>R*associados aos autovalores A, =5e A, =-1, respectivamente.

Determinar a imagem do vetor (4, 1).

7.Se A, =4 e A, =2 sao autovalores de uma transformagcao linear
T : R* > R? cujos autovetores associados sao u = 21)e V= (-1,3),
® respectivamente, determinar T(3f1> - V). ®

8. Quais sao os autovalores e autovetores da matriz identidade?

- - ~ .
9. Mostre que se u e v sao autovetores associados ao autovalor A
~ . ~ - g 14 4
em uma transformagao linear T entdo au + 3v é também autovetor

associado a A, onde o, 3 € R.

10. Seja T : R* > R* uma transformagao linear que dobra o
comprimento do vetor u = (2, 1) e triplica o comprimento de
V= (1, 2), sem alterar as dire¢des nem inverter os sentidos.

a) Calcular T(0, 3)

b) Determinar T(x, y)

11. Quais as matrizes de rotagao em R? que admitem autovalores?



Capitulo VII

Base de autovetores

Nosso objetivo neste capitulo serd encontrar uma base do espago
vetorial na qual a matriz de uma determinada transformacao linear
seja a mais simples possivel. A melhor situacao possivel é aquela em
que conseguimos uma matriz diagonal associada a transformacao
linear.

Dada uma transformacao linear T : V= V, nosso objetivo é conseguir
uma base A de Vna qual a matriz T} seja diagonal. Uma base com
esta propriedade serd uma base formada por autovetores de T.
Estudaremos entdao condigdes para a existéncia de uma tal base. A
seguinte propriedade serd tutil para os nossos propdsitos:

Teorema 1. Autovetores associados a autovalores distintos sdo
linearmente independentes.

Prova: Provaremos este teorema para o caso de dois autovalores
distintos. A prova para o caso de mais de dois autovalores distintos
¢ analoga.

Sejam A, e A, autovalores distintos de uma transformacao linear T: V
> V.Sejam v eV, autovetoresassociadosa A, e A, respectivamente.
-

Entao T(Vl) = AS’: e T(;I;) = /\272. Vamos mostrar que ;;1 e Vv, sao
LL

Consideremos a igualdade:

1) av. +av_=0.
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Pela linearidade de T, temos:

) aT(V ) +a,T(V,)=0, ou aAV, +aAV, =0.
Multiplicando ambos os membros da igualdade (1) por A,, vem:
3) aAV +aA v, =0.

Subtraindo (3) de (2), temos: a,(A, - Al);;z =0.

- . .
Mas, A, - A, #0e v, #0. Logo a, = 0. Substituindo este valor de a, na
equagao (1), e considerando que ;;1 # 0, temos que a, = 0. Logo, o
conjunto {Vl, ;7'2} ¢ LI, como queriamos demonstrar.

Uma importante conseqiiéncia deste teorema € a seguinte:

Corolario 1: Se V é um espaco vetorial de dimensaone T : V>
V é uma transformagcao linear que possui n autovalores distintos,
entdo o conjunto {Vl, VZ, e Vn} formado pelos correspondentes
autovetores ¢ uma base de V.

® Em outras palavras, se conseguirmos encontrar tantos autovalores ®
distintos quanto for a dimensao do espago, podemos garantir a
existéncia de uma base de autovetores.

Exemplo 1. Seja T : R? > R* uma transformagcao linear (do exemplo
1 pag. 131) definida por T(x, y) = (4x + 5y, 2x + y), cuja matriz em
< s A~ .14 5
relacdo a base canonica é .
2 1
Queremos encontrar, se possivel, uma base do R* formada por
autovetores de T. Como vimos naquele exemplo, os autovalores
desta transformagao sao A, =6 e A, =-1. Como A, # A,, podemos

garantir pelo coroldrio anterior que os autovetores associados
formam uma base do R*.

De fato, dois autovetores associados a A, e A, sao ;;1 =(5 2)e
Vz = (1, -1), respectivamente. Logo, A = {(5, 2), (1, -1)} € uma base do
R2. Calculemos agora a matriz T}.

Como T(Vl) = 6;;1 = 6;;1 + O;;z e T(VZ) = -1;;2 = 0;;1 - 1;;2, temos que

6 0
T: = L) } , uma matriz diagonal.
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Exemplo 2: Seja T : R® > R? uma transformagao linear cuja matriz
em relacao a base canodnica C é

30 —4
Te=|0 3 5
0 0 -1

O polindmio caracteristico de T é det (T¢ - AL) = (3 - A)X(-1 - A).
Logo, os autovalores sao A, =3 e A, =-1.

Associado a A, = 3 temos autovetores do tipo (x, y, 0). Portanto,
obtemos dois autovetores LI: ;”1 =(1,0,0)e ;;2 =(0,1,0).

Associado a A, =-1 temos um autovetor LI, a= (4, -5, 4).

Entao A= {;7’1, ;;2, E} € uma base do R? constituida de autovetores de

0
0
-1

TeTy =

S O W
S W O

Em relacao a esta base de autovetores, a matriz de T é uma matriz
diagonal.

De forma mais geral, dada uma transformacao linear T : V>V, se
- -

. —
conseguirmos umabase A={v_, v, ..., v }formada por autovetores

de T, como
TV )=AV, +0V,+..+0V,
T(V,) =0V, +AV,+..+0V_
T(V )=0V, +0V,+..+AV_

. A 7 . .
A matriz T, sera uma matriz diagonal onde os elementos da
diagonal principal sao os autovalores A, isto &,

Z o o

T, =

L o
© Z s o
o N el o
>

Nao precisamos ter necessariamente os A distintos. Na verdade,
um autovalor aparecera na diagonal tantas vezes quantas forem os
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autovetores LI a ele associados.

Por outro lado, se B = {Hl, HZ, vy Hn} ¢ uma base de V tal que

a, 0 L O

B 0 a, L 0
Ty =

M O M

0 0 L a,

~ — — — - .
entao u Uy .o, U sao necessariamente autovetores de T com
. . o e~ B
autovalores a,, a,, ..., a_, respectivamente, pois da definicao de T
temos:

T—» - - —>
(u)=au +0u,+..+0u_

- —> - —>
T(u,)=0u, +au,+..+0u_

T(U,)=0d,+0U,+..+ay_
Concluimos entao que uma transformagao linear T : V> V admite
@ uma base A em relagdo a qual sua matriz Tf: ¢ diagonal se, e @
somente se, a base A for formada por autovetores de T. Este fato
motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1. Uma transformagao linear T : V> V é diagonalizdvel
se existe uma base de V cujos elementos sao autovetores de T. Neste
caso, a matriz de T em relacao a esta base é uma matriz diagonal.

As transformagOes lineares dos exemplos 1 e 2 sao, portanto,
diagonalizaveis. Apresentaremos a seguir um exemplo de uma
transformacao linear nao diagonalizavel.

Exemplo 3. Seja T : R® > R? a transformacao linear cuja matriz em
relacao a base canodnica C é

3 -3 4
TE=10 3 5
0 0 -l

O polindmio caracteristico de T é det (T ¢ - Al) = (3 - A)X(-1- A). Logo,
os autovalores sao A, =3 e A =-1.

Associado a A, = 3 conseguimos apenas um autovetor LI, por
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exemplo, V= (1, 0, 0). Associado a A, = -1 temos o autovetor LI, q =
(-1, -20, 16).

Neste caso, temos apenas dois autovetores LI para T, e portanto, ndo
existe uma base do ’ constituida apenas de autovetores. Isto significa
que em nenhuma base a matriz de T é uma matriz diagonal. Logo, T
nao é diagonalizavel.

No exemplo acima, todos os autovalores sao reais, mas o operador
T nao ¢ diagonalizavel porque o autovalor 3 tem multiplicidade
algébrica 2 e o subespaco associado a ele tem dimensao 1. Em outras
palavras, para T ser diagonalizavel, este autovalor deveria ter dois
autovetores LI associados, mas ele tem apenas um.

Este é um motivo pelo qual uma transformacdo linear nao ¢é
diagonalizavel. A situagao pode ser ainda pior, ou seja, existem
casos em que os autovalores de uma transformacdo nem sao reais.

-1 0
nao possui autovalores reais, e portanto, nao ¢ diagonalizavel.

Por exemplo, se T é uma transformagao cuja matriz é {0 1} , T

Concluimos entao que nem sempre uma transformacao linear é
diagonalizavel. Veremos na proxima secao que, no caso particular
em que a matriz da transformacao T é simétrica, T sempre sera
diagonalizavel.

Exercicios

1. Seja T : R* > R? a transformacao linear definida por T(x, y) = (7x
-4y, -4x +y).

a) Determinar uma base do R* em rela¢ao a qual a matriz de T seja
diagonal.

b) Dar a matriz de T nessa base.

2. Verificar se as transformagoes lineares definidas pelas matrizes
dadas a seguir sao diagonalizaveis:

a) A= [2 4} b) A= {9 1}
31 4 6
s 1 2 1
A= d) A= |_
) L J ) 1 3 1
0 2 2
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1 0 0 2 3 -1
e) A=|—2 3 -1 f)A=|0 1 —4
0 -4 3 0 0 3
1 2 =2 3 0 2
gA=10 1 0 hyA=|-5 1 5
0 2 3 2 0 -1

Diagonalizacao de matrizes simétricas

Vimos, no exemplo 3 (pag. 131), que nem toda transformacao linear
¢ diagonalizavel. A situagao muda dramaticamente para melhor se
restringirmos nossa atengao a matrizes simétricas. Como veremos
nesta se¢ao, todos os autovalores de uma matriz real simétrica
sdo reais, e essa matriz é sempre diagonalizavel. Além disso, os
autovetores sdo ortogonais, ou seja, o produto interno de quaisquer
dois deles é zero.

® Lembre-se de que uma matriz é simétrica quando € igual a sua ®
transposta. Vamos comecar estudando o processo de diagonalizacao

para uma matriz simétrica 2x2.

Exemplo 1. Seja T : R? —> R*> uma transformagao linear cuja matriz

em relacao a base candnica C ¢ a matriz simétrica

ngl 2
2 2

O polindmio caracteristico de T é det( TS - Al) = A2+ A - 6= (A + 3)
(A -2). Logo, os autovalores sao A, =-3 e A, =2.

Associado a A, = -3 temos o autovetor u= (1,-2), e
Associado a A, =2 temos o autovetor V= (2, 1).

Entao A = {1_{, V} ¢ uma base do R? constituida de autovetores de T e
A 3 0 ~ .
T, = o ol Em relacdo a esta base de autovetores, a matriz de

T € uma matriz diagonal.

. . — —p
Alem disso, observe que o produto interno u.v =0.
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O que vimos no exemplo anterior € valido para toda matriz simétrica,
como afirma o teorema a seguir.

Teorema 1. Os autovalores de uma matriz (real) simétrica sao todos

reais.

Prova: Faremos apenas a demonstracao para o caso de uma matriz
simétrica A de ordem 2. Seja a matriz simétrica

A equacao caracteristica de A é

det(A - AT) = [p_k rJ -0
r q-—

Istoé: (p-A)(g-A)—r*=0,0queequivalea A>—(p+q) A+ (pg—1?)
= 0. O discriminante desta equagao do 2° grau em A é:

(p+q) =4pq—1°) =p* =2pq + q* = dpq + 4 = (p — ) + 4r°

Como este discriminante ¢ uma soma de quadrados, ele é nao-
negativo. Logo, as raizes da equacao caracteristica, que sao os
autovalores de A, sao reais, como queriamos demonstrar.

O teorema anterior afirma que os autovalores de uma matriz
simétrica sdo todos reais. No entanto, ele nao afirma que toda matriz
simétrica € diagonalizavel. Porém, este fato é sempre verdadeiro, e
nao o demonstraremos aqui devido a sua complexidade e para nao
estendermos o texto em demasia. Em seu lugar, mostraremos um

resultado mais simples no teorema a seguir.

Teorema 2. Se A ¢ uma matriz simétrica, entdo dois autovetores
quaisquer, corres-pondentes a autovalores distintos de A, sdo
ortogonais.

. . . . . - -
Prova: Sejam A, e A, dois autovalores distintos de A. Sejam u e v
autovetores correspondentes a A, e A, respectivamente. Vamos

- —> 7 . 14 .
mostrar que u.v =0. Como A é simétrica, temos:

AUV =(AU).V =(AT0).V = (UTA).V =UT(AV)=UTA,V =AUV
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Entdo AUV —AU.V =0, ouainda, (A,-A)UT .V =0.ComoA, #A,

temos que u.v =0, como queriamos demonstrar.

Exemplo 2. Seja A =

—_— = N
—_— N =
N = =

O polinémio caracteristico de A é det(A- AI) =-A%+ 6A* - 9A +4=-(A
- 4)(A - 1)%. Logo, os autovalores sao A, =4 e A, =1.

Associado a A, =4 temos o subespaco [(1, 1, 1)], e
Associado a A, =1 temos o subespaco [(-1, 0, 1),(-1, 1,0)].

Podemos verificar facilmente que (1, 1, 1).(-1,0,1)=0 e (1,1, 1).(-1,
1,0)=0.

Exemplo 3. Seja T : R?® > R? uma transformacao linear cuja matriz
em relacao a base candnica C é a matriz simétrica

7 2 0
® o -2 5 ®

Determine uma base A constituida de autovetores de T.

Solucado: A equagao caracteristica de A é

det(A- Al)=det | —2 6—1 -2 |=0

Desenvolvendo o determinante pela 1* linha e observando a

alternancia dos sinais que precedem os produtos, temos:

6-1 2
-2  5-A

-2 2
0 5-2A

7-A)[(6-A)(5-A)-4]+2[(-2)(5-A)]=0
(7-A) (6-A)5-A)—28+4A-20+4A =0
(7-A) (6-A)5-A)—48 +8A =0
(7-A)(6-A)5B-A)-86-A)=0
6-A)[(7-A)(5-A)-8]=0

(6-A) (A2-12A+27)=0
(6-A)A-3)(A-9)=0

-2 6—A

7-A
(7-A) 0

)

+0‘

‘=0
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As raizes desta equagao sao A, =3,A,=6eA,=9e, por conseguinte,
sdo os autovalores de T. Determinemos os autovetores associados a
cada autovalor.

*A =3
4 -2 0 X 0
O sistema (A — Al) =0 fica: 3 y ol - isto é,
4x —2y+0z=0 0o -2 2 z 0

—2x+3y—-2z=0"
0x—2y+2z=0

O sistema admite solugdes do tipo y = 2x e z = 2x. Assim, 0s
autovetores associados ao autovalor A, =3 sao vetores do tipo

V= (x, 2x, 2x), ou V= x(1,2,2), x#0. Ou seja, pertencem ao subespago
[(1,2 2)]

*A,=6
1 -2 0 X 0
Osistema (A—Al) =0fica: |-2 0 2| . =|0| ,istoég,
® d ®
0o 2 -1 z 0
Xx—2y+0z=0
—2x+0y—2z=0"
0x—2y—z=0

Osistemaadmitesolugdesdotipoy=1/2xez=-x.Assim, osautovetores
associados ao autovalor A, = 6 sdo vetores do tipo V= (x, 1/2x, -x), ou
V= x(1, 1/2, -1), x # 0. Ou seja, pertencem ao subespago [(2, 1, -2)].

-2 2 0 X 0
Osistema (A-Al)=0fica: |-p -3 -2 . y| =10]- isto é,
—2x—-2y+0z=0 0o —2 -4 z 0
—2x—3y—2z=0"
O0x—2y—4z=0
O sistema admite solugdes do tipo y = -x e z = 1/2x. Assim, os
autovetores associados ao autovalor A, = 9 sao vetores do tipo

V= (x, -x, 1/2x), ou V= x(1, -1, 1/2), x # 0. Ou seja, pertencem ao
subespaco [(2, -2, 1)].

Observe que quaisquer dois autovetores associados a autovalores
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distintos sao ortogonais, ou seja, o produto interno é zero.

Exercicios

1. Para cada uma das transformacdes lineares definidas pelas
matrizes simétricas abaixo, determinar uma base de autovetores.

a)A= 2 2} b)A{3 _1} c)A{2 2}
2 2 -1 3 2 5
1 o0 1] 7 2 =2

d)A=|l0 -1 0 e)A=|-2 1 4
10 1] 2 4 1
0 0 2 6 0 6 2 -2 -1

fA={0 -1 0| gA=|0 -2 0| hA=[-2 2 1
2 0 0 6 0 1 -1 1 5
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Algebra Linear é um ramo da matematica que surgiu do estudo
detalhado de sistemas de equacoes lineares, sejam elas algébricas
ou diferenciais. A algebra linear utiliza alguns conceitos e estruturas
fundamentais da Matematica como vetores, espacos vetoriais,
transformacoes lineares, sistemas de equacoes lineares e matrizes.

A historia da algebra linear tem origem no século XVIIl com o0s
estudos dos coeficientes de sistemas de equacdes lineares e seus
determinantes por Leibniz e Cramer.

Néo obstante o fato de a Algebra Linear ser um campo abstrato da
Matematica, ela tem um grande numero de aplicagoes dentro e fora
da Matematica, como em programacao linear, processamento de
imagens, fisica matematica, estatistica, etc.

Sdo pré-requisitos para este curso os resultados basicos da
matematica elementar estudados no ensino médio. Espera-se
também do leitor familiaridade com alguns conceitos da
Algebra Elementar, como determinantes, matrizes e

sistemas lineares.
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